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(33) Sei X;, i = 1,...,n eine Familie von iid Zufallsvariablen mit Erwartungswert pu

und Varianz o2.

(a) Betrachten Sie, wie in der Vorlesung besprochen, die empirische Varianz als
Zufallsvariable, also die Grofie

Zeigen Sie, dass E(S?) = o2

(b) Berechnen Sie die Erwartungswerte von

und
= 1
i=1
(c) Diskutieren Sie die Ergebnisse aus (33a) und 33b).
(24+2+1 Punkte)

(34) Betrachten Sie die Stichprobe in Form der Urliste (1,3,2,3,2,2,0,2,3,1).

(a) Nehmen Sie an, dass die oben genannten Werte Realisierungen einer Zu-
fallsvariablen mit unbekannter Verteilung sind. Geben Sie erwartungstreue
Schétzer fir den Erwartungswert und die Varianz der Verteilung an.

(b) Die Daten der Stichprobe seien jetzt Realisierungen einer Binomialverteilung
B(3,p). Verwenden Sie nun den empirischen Mittelwert fiir eine Schétzung
des Parameters p.

(1+1 Punkte)



(35)

(36)

Betrachten Sie die mathematische Stichprobe (X, X, X3) aus einer Verteilung
mit unbekanntem Erwartungswert und unbekannter Varianz o2. Betrachten Sie
die Zufallsvariablen

U = %Z?:l(Xi—ﬂ)2
Uy = 5300, (X -X)°
Us = §%0, (Xi—X)’
Uy = X?—X5X3.

Berechnen Sie die Erwartungswerte fir Uy, Us, Us und Uy. Welche Grofie(n) er-
scheint (erscheinen) als Schitzer fiir o geeignet und warum? (4 Punkte)

In einer groflen Stadt gibt es N > 1 Taxis, die — von auflen gut lesbar — die
Nummern 1,..., N tragen. Ein Passant steht an einer viel befahrenen Strafie und
notiert die Nummern der ersten n Taxis, die vorbeikommen, der Reihe nach als
Xq, ..., X,. Es darf angenommen werden, dass die Taxinummern gleichméfig iiber
die Stadt verteilt sind, so dass die X; unabhéngig und auf {1,..., N} gleichverteilt
sind. Unser Passant mochte N schétzen.

Er iberlegt sich dafiir zwei Moglichkeiten. Als erste Moglichkeit nimmt er als
Schatzer die grofite beobachtete Nummer, also

U, := max(Xq, ..., X,,),

als zweite Moglichkeit nimmt er den doppelten Stichprobenmittelwert, also

~ 2

(a) Bestimmen Sie E(X;).
(b) Ohne E(U,) auszurechnen, kénnen Sie bereits sagen, dass U, nicht erwar-
tungstreu sein kann. Warum nicht?

(¢) Berechnen Sie nun E(U,). Ist U, ein erwartungstreuer Schiitzer fiir N? Wenn
nein, geben Sie eine modifizierte Variante U’ an, die erwartungstreu fiir N
ist.

(d) Berechnen Sie P(U,, < k) fir 1 < k < N und leiten Sie daraus die Wahr-
scheinlichkeit P(U,, = k) her.

Hinweis: Uberlegen Sie sich erst P(X; < k), 1 < k < N, und bedenken Sie,
dass das Ereignis {U,, < k} gleich dem Ereignis {X; < k, X, <k, ..., X,, <k}
ist.) (14+1+1+42 Punkte)

Abgabe vor Vorlesung (bis 10:15 Uhr)



