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Abstract

In this paper we propose a new approach to combine unsupervised and supervised
vector quantization for clustering and fuzzy classification using the framework of neural
gas vector quantizer. For this purpose the original cost function is modified in such a
way that both aspects, vector quantization and classification, are incorporated. The
theoretical justification of the convergence of the new algorithm is given by an ade-
quate redefinition of the underlying dissimilarity measure, which allows a gradient de-
scent learning as known for the original neural gas algorithm. Thus a semi-supervised
learning scheme is obtained, which can be interpreted as an association learning. This
idea can also be applied for semi-supervised learning of self-organizing maps.
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����� �����. ������ ��
� ��� 
�
�
�	
� 0���� ���
������ ���
���� 0	 0�
�
�����

������ �	�����. 1�
������ �
���� ��� ��� ����-
�����!��� ��
 2�3�4 ��� ���

������ ��� ����
� 2��4 567�5#7. ����� �

�
����� ��� �������� �
� ���� �������-

��� 2��4 ��� �������!���
� 2�3�4. ��
������� �������� ����
� /�����!���
� �
��
��

��� ���� 
� 
�
�
�	
� 0���� ������8����
� 
��������� ��� �
���
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� ���� �	
����
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� �� �
������ �
 ��


�� ����
� ��������� ����� ��
����!� ��� �����

0
����� �
 ������0� ���� �������. 9���  �
�� ���� �
���� ��� ��� �����	 
� �����-

��� ����
� /�����!��� 2:;<4 0���� 
� � ��������� ���
����
� ������ 567� 
� �����

�
�� ������
� 0���� �
�����
��� ����� ��������!�� :;< 2�:;<4 5"$7.

����� �=��� 
��	 � ��� �

�
����� �
 �
�0��� ����
������� ��� ��
�������

�������� �� �3� 
� ��. ��� �
�� ��������� 
�� �� � ���
�� 

��-��0����� �����

����
������� ��������. �� �

�
��� 0���� 
� � �
��8����
� 
� ��� �
�� ������
� 
�

�� ��� �3� 2�� ��� ������ �������� 5>74 ��� ��� ��!!	 ��0���� �� 2�:��4 ���

��� ��!!	 :�0���� �3� 2�:�3�4 5"'� "&7. ?
�� �

�
����� ��� �� �=��� ����

�
 ��� �������� �
�� ������
� @������ ��� ������8����
� �������	 
� ��� 
�
�
�	
���

����� ��� �/��

�� ���� � ����� ��0�� �
 0� ���
��� ������ ��� �������� �
������

���� ��� 
�
�
�	
� 

����
��. A��� ��� ���
������� @����8����
� �� ���� 	.

�� ���� 
�
�� �� 
�


�� � ���� ���
��� �����!) 9� ���
�

���� ��� ������8��-

��
� ���
� �� ��� �������� �
�� ������
�� 
� �� 0	 � �����
�������� ����
�. �����0	�

���� ����
� ��������� ��� ������8����
� �������	 0���� 
� � /���� ������ 5%7. ����

���
�� � ����8����
� 
� ��� ���� ������ �� ���� � ��	 ���� ��� 
�
0��� ��� 0�

������� �� ���� ��� /����-������ �
��� ����
�
���	 �
 ��� 
������� �� �/��

��

���� ��� B�������� ������. ���� ��� ���������� ������
� 
� �������� ������ ���

�� 
�������� ��� ��� �
��������� 
�

������ ��� ����������� �
 ��� ��� �
���. ���

��� �

�
��� ��� 0� ���� �� �  ��� 
� ���
�����
� ��������  �
�� ��
� 5(7.

���� ���� ��� 0� ����
�
���	 ����������� �
 ��� �3� �
��� ����� ��� C�� ��

������� 5>7. 3������� ��� ��� �

�
��� ��� 0� ���� �� �  ��� 
� ����-��
�������

��������. �
��
���� ��� �
��� ��� 0� �

���� �
 0
�� ����
 ��� ��!!	 ��0����

����.

� �
� ����� ������
��� ������ ��� �����

��� ����� ������ ��� �
��� ������� ���� 

���� v ∈ V ⊂ Rn ���� ��� ���� ������	

P (v) ��� 
�
�
�	
�� wj ∈ Rn� j = 1 . . .N . ��� �
�� ������
� �
 0� ������!�� ��

D



�� ��

ENG =
∑

j

ˆ

P (v)hNG
σ (kj (v,wj)) d (v,wj) dv 2"4

���� � ��E�������0�� 2�� ��� ���
�� ��������4 ������������	 ������� d (v,wj) ���-

���	 �� �� �� ��� B�������� �������� 5#7. ��� ������
�

hNG
σ (kj (v,wj)) = exp

(
−kj (v,wj)

2σ2

)
2D4

�� ��� �����0
��

� ������
� ��
������ 
� ��� ������ ��� 

kj (v,wj) =

N∑

i=1

Θ (d (v,wj)− d (v,wi)) 2>4

�����

Θ (x) =

{
0 if x ≤ 0

1 else
2'4

�� ��� C�������� ������
�. 9� ����� ���� hNG
σ (kj (v,wj)) �� ��������� �� ��� ����

�
��� V . �� ��
�� ����
� v �� ��

�� 
��
 � 
�
�
�	
� s 0	 ��� ������-�� �-���

��

��� ����

s = argminj (d (v,wj)) 264

��� ��� �������� �� �� 
���� �� ��
������� �������� ������� ∂SENG

∂wj

� ENG ���
�����

�


�wj = −hNG
σ (kj (v,wj)) ·

∂d (v,wj)

∂wj

. 2&4

�� ��� �
��
���� �� �����

 � ��� ������� 
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� �������� ��� ����� �� ���
 �
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 ��!!	 ������8����
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�
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��� �� ��!!	 ��
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	 ����� ���	�	� �	���� ��� � ����

9� ����� ���� � 0���� ����
�����
� 
� �:�� �� �� ��� ����
����� �� 5"'7. 9�

��


�� C ���� �������. B��� ���� ����
� v �� ���
�
����� 0	 � ���� ����������

����
�� cv ∈ [0, 1]C ���� ����
� ������� �� �� �� ����� 
�
0�0����	 
� 

���0����	

�����������. ����
�
���	� �� ���
 �/��
 ��� 
�
�
�	
�� wj ���� ����� ��0��� yj .

��� 
������� �
�� ������
� 
� �� 2"4 �� �=������ �� �:�� 0	 �� ������
��� ����

@������ ��� ������8����
� �0����	)

EFLNG = (1− γ)ENG + γEFL 2#4

�����

EFL =
∑

j

ˆ

P (v) g (v,wj) δ (cv,yj) dv

���� � ������������	 ������� δ (cv,yj) �
� ��� ����� ���������� ����
��. ��� 
�-

������� γ ∈ [0, 1] ���������� ��� ��H����� 
� ��� ����� ���
�����
� ���� γ = 0

	����� ��� �������� ��. C����� ��� �
�� ������
� EFLNG ��� 0� ��������� ��

EFLNG =
∑

j

ˆ

P (v)
[
hNG
σ (kj (v,wj)) (1− γ) d (v,wj) + γg (v,wj) δ (cv,yj)

]
dv

2(4

��� �����0
��

� �


����������� ������
� g (v,wj) �
� ��� ��0�� �������	 ��

�:�� �=
������	 �� �� ���
 ���
��� ��� ������������	 d (v,wj) 0������ ��� 
�
�
-

�	
� wj ��� ��� ���� ����
� v 0�� ��� �
 0� ��8��� ��E������	 �
� �������� ���

�
�����
�� ���� ������0���
��. �
� �
�����
�� ���� ��� �����0
��

� ������
�

0��
���

gcont (v,wj) = exp

(
−d (v,wj)

2σ2
g

)

�������

gdiscr (v,wj) = hNG
σ (kj (v,wj))

�� ����� �
� ��� �������� �������. �� ��� ������ ����� ��� �
�� ������
� 2(4 ��� 0�

������� ���
��8�� �


EFLNG =
∑

j

ˆ

P (v) hNG
σ (kj (v,wj)) D̃ (v,wj) dv

���� � ��� �������� ����
���
� �������

D̃ (v,wj) = [(1− γ) d (v,wj) + γδ (cv,yj)] . 2%4

'
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� �� ��� �����0
��

� �


����������� �
� ���

��0��� �� � �
���/����� �
 ������ � ����� �
��������� 
�

� 
� ��� ���
������ �
�

������� �� ����� �
 5"'7. 9� ���� ��� �� ��� �
��
���� ���� ��� ��� ���� 
�


���

���� �� �
� �E����� 0	 ���� ��G�������.

����� �
	 �	� ����� ��
	����	� �	���� ���  �� ����� ����������� �	����

��!

�
� ��� ���� �
���� �� �
� �
������ ��� �
�� ������
�

EFSNG =
∑

j

ˆ

P (v)hNG
σ (kj (v,wj))Dε (v,wj, γ) dv 2"$4

����� �� �����������	 ������� �
 �������� ������ ���. �� �
� ��� �������� ����������-

��	 D̃ (v,wj)� ��� ��� �������
� ������� Dε (v,wi, γ)� ������0��� ��� ������������	

0������ ���� ��� 
�
�
�	
� ����
��� �� �� ���
 ���
��� 0
�� ��� ����� ����������-

��	 d (v,wj) 0������ ���� ��� 
�
�
�	
�� �� ���� �� ����� ������������	 δ (cv,yj)

�
� ��� ����� ���
�����
� �� ����
����� �
� �:�� 2%4. �� ��� ���
���� ����� 0
��

��������� d (v,wj) ��� δ (cv,yj)� �
��� 0� ��
��� �� ��� B�������� ��������. ��

���������
� �
 �:��� �� 
�


�� �
� ��� ���� � ��	��
	������� �
�0�����
�

Dε (v,wj, γ) = (γ · δ (cv,yj) + εδ) · ((1− γ) · d (v,wj) + εd)− εδεd 2""4


� 0
�� ������������	 ��������. ������ ��� 
�������� γ ∈ [0, 1] ���������� ���

��H����� 
� ��� ����� ���
�����
� ���� γ = 0 	������� ��� �������� ��. ���

������
��� 
�������� ����
� ε = (εδ, εd) �� ��������	 �� Dε �
 
������ ���=
�����

0�����
� 
� ��� ���� ����� ������� �
�����
��� ����� ��� ��������� �
�� ��������

�����.

A��� ��� ������ �����������
� ���� 264 �
� 0��
���

s = argminj (Dε (v,wj, γ)) 2"D4

�� ���� ���� �
��� ������ ��� ��������� ���� ��� ������ ��� ������
� �
� ������-

��� ��

kγ
j (v,wj) =

N∑

i=1

Θ (Dε (v,wj, γ)−Dε (v,wi, γ)) 2">4

�
�
���� �
 ���� 2>4 
� ��� 
������� ��. �� ��� ������ 
����� ���� ������8����
�

�� ������� 
�� ���� ������ �
 ��0�� ���
�����
� �� ������0��� ��� �������� ������

���� 264 
� �� �� �

����.
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�� �� �:��� ��� ���� �
��� ����� �
 � 
�
�
�	
� ���
����
� ��H������ 0	

��� ����� ��������� δ (cv,yj))

�wj = − (1− γ) (γ · δ (cv,yj) + εδ) · hNG
σ

(
kγ
j (v,wj)

)
· ∂d (v,wj)

∂wj

2"'4

���
�
����� 0	 � ��0�� ���
����
�

�yj = −γ · ((1− γ) · d (v,wj) + εd) · hNG
σ

(
kγ
j (v,wj)

)
· ∂δ (cv,yj)

∂yj
2"64

���� ���� 0
��� 
�
�
�
�	
� ����
�� ��� ����� ����� ���������� ����
��� ��� 
����-

���	 ���
���.

��� ������� 
� ���� ��� ����� ������������	 ���
 � ������ ������������	 ���-

���� �
� �������� ������8����
� ��� 8��� 
�


��� �� ��� �
��� :������� 
� ��-

�
�����
�� 0	 ����-3�����!���
� 2:���3�5(74. �� ���� �

�
���� 
��������	 ��-

��
����� �
� �3� 0�� ����
�
���	 �

����0�� �
 ��� �
��8�� ���� ����
��

v̂ = (v⊕ cv) ∈ V̂ ⊆ Rn × RC ��� ��������� ���� ⊕ 0���� ��� �
���������
�



�����
�. ��� 
�
�
�	
�� ŵj ∈ Rn × RC �� ���� �
��� ���� ��� ���� ���������.

:������� ��� ���
�����
�� �� ��� :���3 �
��� �� �� 
���� �� ����� �3� ��������

����� ��� B�������� �������� 0�� �
� 0������ ��� ���� v̂ ��� ��� 
�
�
�	
�� ŵj .

�� ��� ������ 
���� �
������ ���� �
 ��0�� ���
�����
� �� ������0��� ��� B��������

�������� �� ���������� 
��	 ���� ���
��� �
 ��� 
������� ���� ����
�� v �� �� ����.

A��� ��� ���� �

�
��� 
E�� � ������� H�=�0����	 �
� ���
�����
� ������� ��� �
 ���



���0����	 
� �

�

����� 0�������� 
� ����
������� ��� ��
������� ���
�����
�

0	 ����� 
� ��� 0�������� 
�������� γ. �������� ��� 
�������� ����
� ε = (εδ, εd)


��	� �� ��������� �
�� �� ���� 
� � 
������ ����� �
� 
�
�
�	
� �������� 0�� ��-

������� ����G����� ������8����
� �������	 ��� ���� ������ �� �=
������ �� ������

�� ��� ��=� �����
�.

��� ��
������� 
� ��� ������������� ������� Dε (v,wi, γ)

9� ���� ��
� ����� �� ���� 
�
�� ���� ���� ���
����
� 
���
��� � ��
�������

�������� ������� �������� �
� ��� ���� �
�� ������
� EFSNG 2"$4. ���� ��
�������

�������� ������� ���� ���
��� �
 ��� 
�
�
�	
�� wi ��� ����� ����� ��0�� ����
�� yi

�� �� 
���� �
� � ����� ���� ����
� v ��� ��� ����� ���������� cv 
�


���
����	 �


��� 
������ �����������

∂SEFSNG

∂wi
=

∂SEFSNG

∂Dε (v,wi, γ)

∂Dε (v,wi, γ)

∂wi
2"&4

&



���
∂SEFSNG

∂yi

=
∂SEFSNG

∂Dε (v,wi, γ)

∂Dε (v,wi, γ)

∂yi

2"#4

�����
��� �� ����������� ��� 
������ ����������� 
� Dε (v,wi, γ) ���� ���
��� �
 wi

��� yi �� �
�� ������)

∂Dε (v,wi, γ)

∂wi
= (1− γ) · (γ · δ (cv,yi) + εδ) ·

∂d (v,wi)

∂wi
2"(4

���
∂Dε (v,wi, γ)

∂yi
= γ · ((1− γ) · d (v,wi) + εd) ·

∂δ (cv,yi)

∂yi
2"%4

����������� ��� �
���� �
����� 2"'4 ��� 2"64. �� ��� /�������� B�������� ��������

�� ���� �
� d (v,wj) ��� δ (cv,yj)� �� ����������	 8��

∂d (v,wi)

∂wi
= −2 (v −wi) 2D$4

���
∂δ (cv,yi)

∂yi

= −2 (cv − yi) 2D"4

�
� 
�
�
�	
� ��� ����� ���������� ���
����
�� ���
�������	.

�� ��
��� 0� �����
��� ���� Dε (v,wi, γ) �� �
� � �������� 2������������4

������ ����� �� ��
����� ��� �������� ���/�����	. C
������ Dε (v,wi, γ) ���8��� ���

��/��������� 
� � /����-������ 5%7. �� 
���������� �� ���� Dε (v,wi, γ) = 0 �
� �


������ ����� 
� ��� 
�
�
�	
� �� ���� �� ��� ��0��.

�
� �������� �� ���� �� ���� �
 ����������� ��� �
��
���� �=����� ������ �����

��
��� 0� 
� �
����� ��������)

". d (v,wi) = 0 ��� δ (cv,yi) �= 0� �.�. ��� 
�
�
�	
� �� 
�������	 
����� 0�� ���

��0�� �� �
� ���/����) �� ���� ���� � �
�-��������� ����

∂Dε (v,wi, γ)

∂yi
|d(v,wi)=0 = γ · εd ·

∂δ (cv,yi)

∂yi
2DD4

�������� ����� ���������� ��� ��0�� ���
����
�.

D. d (v,wi) �= 0 ��� δ (cv,yi) = 0� �.�. ��� 
�
�
�	
� ��0�� 
�������	 �������

0�� ��� 
�
�
�	
� ������ �� �
� 

������	 ��@�����) �� ���� ����

∂Dε (v,wi, γ)

∂wi

|δ(cv,yi)=0 = (1− γ) · εδ ·
∂d (v,wi)

∂wi

2D>4

�� �
�-��������� ���� ���� 
�
�
�	
� �������� �� ����� 

���0��.

#



��� ��� ��	
 ���
����� �� � ��
������� ��������

9� ��
� �� ���� �����
� ���� ��� ���
����
� �	����� 
� 
�
�
�	
�� 2"'4 ��� ��0���

2"64 
� ���� �
��
�� � ��
������� �������� ������� 
� ��� �
�� ������
� ����� ��

2"$4. ���� �� 
����
��� ��� ��G������� �� ��� �
��������� 
�

� 
� �:��� �����

�� ���� �
 ����������� �������� ��� �
�����
�� ���� ������0���
�� 5"'7.

�
��
���� ��� 
������� �
� 
� ����	
��� �� ��
 5#7 �� ���� �
 �����������

�
� �
��������� 
� ���� ��� ����������� ∂EFSNG

∂wi
��� ∂EFSNG

∂yi
.

9� ����� ���� �
���������
� 
� ��� 
�
�
�	
� �	�����. 9� ����

∂EFSNG

∂wi

= Ri +

ˆ

P (v)hNG
σ (kγ

i (v,wi))
∂Dε (v,wi, γ)

∂wi

dv 2D'4

��� ��� ���������� ∂Dε(v,wi,γ)
∂wi

�� �� �� ��
� 2"(4. ��� ���� Ri �� 
0������ ��

Ri =
∑

j

ˆ

P (v)
∂hNG

σ

(
kγ
j (v,wj)

)

∂wi
Dε (v,wj, γ) dv 2D64

����
∂hNG

σ

(
kγ
j (v,wj)

)

∂wi
=
[
hNG
σ

]′ (
kγ
j (v,wj)

)
·
∂kγ

j (v,wj)

∂wi

���
[
hNG
σ

]′
(•) ���
��� ��� ���������� 
� hNG

σ (•). �� Ri �� ���������� ���� ���

���������� 2D'4 	����� ��� 
�
�
�	
� �������� ���� 2"'4 
� ����. 9� ���
�

�� Ri

���
 Ri = Ri,1 +Ri,2 ���� ����

Ri,1 =

ˆ

P (v)
[
hNG
σ

]′
(kγ

i (v,wi)) ·Dε (v,wi, γ)
∂Dε (v,wi, γ)

∂wi

∑

l

θ (�il) dv

���

−Ri,2 =
∑

j

ˆ

P (v)
[
hNG
σ

]′ (
kγ
j (v,wj)

)
·Dε (v,wj, γ) ·

∂Dε (v,wi, γ)

∂wi
· θ (�ji) dv

���� �mk = Dε (v,wm, γ)−Dε (v,wk, γ). �����0	 �� ���� ���� ��� ���� ���� ���

���������� 
� ��� C�������� ������
� Θ (x) ��
� 2'4 �� ��� I���� ������0���
� θ (x)�

����� �� !��
 �E x �= 0 ���
´

θ (x) dx = 1. 9� ��
����!� �� ���� 

��� ����� ����

��� ��� ������
� kγ
j (v,wj) ��
���� 
� ��� ��� ��������������� Dε (v,wj, γ).

�
� Ri,2 �� ��� ����������� ���������
� ��� �������
�. �������� Ri,2 �� �
�-

��������� 
��	 �
� �ij = 0 ���
����� �
 ��� I���� ������
��� θ� ����� �� �/��������

�
 Dε (v,wi, γ) = Dε (v,wj, γ). �
� ��
�� vJ� 
0��
���	 ��� �/����
�
∑

k

θ (�ik) =
∑

k

θ (�jk)

(



�
��� ��
�	��� ����������	 ��� �/��������� kγ
j (v,wj) = kγ

i (v,wi). �� ���� ����

�� 
0����

−Ri,2 =

ˆ

P (v)
[
hNG
σ

]′
(kγ

i (v,wi)) ·Dε (v,wi, γ) ·
∂Dε (v,wi, γ)

∂wi
·
∑

l

θ (�il) dv

����� ����� �
 Ri,1 = −Ri,2 
�	��� �������
� �
 ��� ���� ���� θ (x) �� �	�������)

θ (x) = θ (−x).

�������� ����� ��� ���������� ∂Dε(v,wi,γ)
∂wi

��
� 2"(4� ��� �������� ∂EFSNG

∂wi
�� 2D'4

8����	 ������� �


∂EFSNG

∂wi
= (1− γ)

ˆ

P (v)hNG
σ (ki (v,wi)) (γ · δ (cv,yi) + εδ) ·

∂d (v,wi)

∂wi
dv,

2D&4

����� �� �=����	 ��� �������� 
�
�
�	
� �	����� 2"'4. ���� �
�
����� ��� 
�

�

�
� ��� 
�
�
�	
� �	�����.

�� ������� �
 ����������� ��� �	����� �
� ��� ����� ��0��� yi. 9� ����

∂EFSNG

∂yi

= R̃i + γ

ˆ

P (v) hNG
σ (kγ

i (v,wi))
∂Dε (v,wi, γ)

∂yi

dv

����

R̃i =
∑

j

ˆ

P (v)
∂hNG

σ

(
kγ
j (v,wj)

)

∂yi

Dε (v,wj, γ) dv.

�� �
�
���� ����
�	 �� 8�� R̃i ���������� �

. ����� �� 
0����

∂EFSNG

∂yi
= γ

ˆ

P (v)hNG
σ (ki (v,wi)) ((1− γ) · d (v,wi) + εd) ·

∂δ (cv,yi)

∂yi
dv

�
� ��� �������� ��0�� �	����� �
����

����� �
 2"64. ���� �
�
����� ��� 
�

�

�
� ��� ������� ���� �	�����.

��� ���������� ���� �������� ! "�������� "��#��� ��������

 ���� ��� ����� ���� �������� "� ��� ��������� γ

��� /����-������ Dε (v,wi, γ) ��
���� 
� ��� 0�������� 
�������� γ ���������

��� ����
������� ��� ��
������� ��
����. B=
�������� ��
� ������� �
���� 2��!!	

:�0�� ������ ��� F �:��� 5"'74 ������� � ������� �
���
� 
� ���� 
�������� 0����-

���� ���� γ (0) = 0 ��� ����� 2����0����4 �������� �
 �
 � 8��� ����� γmax� �����

��
��� 0� ��
��� �� γmax < 1 �
 ��
�� �����0������� ��  �
�� ��
� �:��. ���� ���

0� �����
����� �� � ��������� ��H����� 
� ����
������� �������� �� ��� ��
�������

�������� 
���� 
� ����.

%



� ����� ������
��� ���

�� ���� �����
� �� �=���� ��� �0
�� ����-��
������� �������� ����� �
 ��� C�� ��

������� 
� �3��� ����� ���
 
���
��� � �������� ������� ��������.

�
� � �3� �� ������ �� ��� �
��
���� ���� ��� ����= r 
� � 
�
�
�	
� wr ������

�
 � ����
� r ∈ A� �����0	 A �� �/��

�� ���� � ������	��� �


�
����� ���������

������	 ��
��� �� � ������� ����. 9� ���
�� ��� ���� �������� 0������ �
��� r ���

r′ 0	 dA (r, r′). ��� 
������� �3� ����
����� 0	 �
 ����
�
� ����� �� 0���� 
�

��� ���� ��

��� ���� 264 �� ��� �
�� �
� �
��
� � ��
������� �������� 
� � �
��

������
� 5"7. A��� � ������ �
��8����
� 
� ���� ���� ���
�� ���� ������� ������ 5>7)

s (v) = argminr∈A

(∑

r′∈A
hSOM
σ (r, r′) d (v,wr′)

)
2D#4

����

hSOM
σ (r, r′) = exp

(
−dA (r, r′)

2σ2

)
2D(4

�� �����0
��

� ������
�� 0�� �
� ���������� 
� ��� ����
� ���� A. �
��
����

��� �����! ��
� �
 ������� �� ���
��

er (v) =
∑

r′∈A
hSOM
σ (r, r′) d (v,wr′) 2D%4

�� �
��� �
��� �
� ����
� r ����� ��� ��
�� v ���� ���� 2D#4 ��� 0� ��������� ��

s (v) = argminr∈A (er (v)) . 2>$4

���� � �
�� ������
� �
� �3� ��� 0� ��8��� 0	

ESOM =

ˆ

P (v) es(v) (v) dv 2>"4

����� ����� �
 ��� ��
������� �������� ��������

�wr ∼ −
∑

r′∈A
hSOM
σ (r, r′)

∂d (v,wr)

∂wr
2>D4

�� �
�
���� ����
�	 �
 ��� ��. ��� ��0��� 0�� ��������� ���������
� 
� ��� C�� ��-

�3� �
�
���� �
 ��� 
������� �3� �� ��� ��

��� 0���� 
� �
��� �
���� �����

���� �
 0� ��� 0���� 
� ��� �
�� ������
� �� ��8��� �� 2>"4) ��� ��������
� 
� ���

�������� ������� �������� �� 
��	 ����� �E ��� �
��� �
��� �� ��� �
�� ������
� 2>"4

��� �=����	 ��� ���� �� ��
�� ���� �
� ��� ��

���.

"$



C����� �� ��� ��
���� ��� ������������	 ������� d (v,wr) 0	 Dε (v,wi, γ) ��

��� �
��� �
��� 2D%4 �� ���� ����� ���
 ��� �
�� ������
� 2>"4. ���� ������ �� ����

�
 �

�	 ���
 �
 ��� ��

��� ���� 2>$4 �
 ��
�� ��� ��
����
� 
� ��������	 �
�����
�


� �������� ������� �������� �
� C�� ��-�3��. ���� �� 
0����

�wr ∼ −
∑

r′∈A
hSOM
σ (r, r′)

∂Dε (v,wr, γ)

∂wr
2>>4

���

�yr ∼ −
∑

r′∈A
hSOM
σ (r, r′)

∂Dε (v,wr, γ)

∂yr
2>'4

�� �
�
���� ����
�	 �
 ����. 9� ����� �
 ���� ��!!	 ��
������� �3� �� ���3�.

� ���	���
��

9� 
�
���� �� ���� 
�
�� � ��� �

�
��� �
� ����-��
������� �������� �� ������ ���

��� ����-
�����!��� ��
�. ��� ��� �

�
��� �
�0���� ���
 
�� ������ ������������	

������� 0
�� ��� ������������	 0������ ���� ��� 
�
�
�	
�� �� ���� �� ����� �����

������������	 �� � �����
�������� ������. ���� ��=���� �� 0������� ����� � �
���
�


�������� γ. 9� ��
� �
� �� ���� ��� ������������ ��������� 
� ��� ������	���

�
�� ������
� �� ��� ���� ���� �
� ��� 
������� ��� �� �� ���/���� ����8����
� 
�

��� ������������	 ������� �� �� 
����. �� �
���/������ ��� ���
������� ������
� 


� ��� 
������� ���
����� ���
 @����8�� ��� ��� �

�
���. ��� �

�
��� ��� ���
 0�

����������� �
 �3��. C
������ ��� ���
������� �����
��
�� 
� ��
������� ��������

������� �������� �
� �� ����
� �3� �
��8����
� ��� 
��	 ����� �
� ��� C�� ��

������� 
� �3�.

30��
���	� ��� ��� �

�
��� ���
�� � 0�
�� �����0����	 
� ������������	 ���-

����� d �� ��� ���� �
��� ��� δ �
� ��� ��!!	 ��0���. �����	� ��� B�������� ��������

�� � �

� ��
���. C
������ ����������� ������������ ��� ����� ��������
� �
� ��E��-

��� ���� �	
�� �� ����� �
� ��� ���� ������������	 ��������. 1�
������ �=��
���

��� ��� ������ B�������� ������ �
� ��������� �������� 5D7 ��� ����� ������
���

�
�����
��� 5'7� 
� ��� �
0
��� �������� 5"67 ��� 
���� ������
��� �
��� 5&7� �� ���

���� ��� ��


��� �
 0� ��
���������
�� 
� ������
��. ��������!���
� 
� ��� ������

B�������� ������ ��� /�������� �
��� ���� �� �����= �������� 5"D7. I����������

��� 
�


��� �
� �
������ ���� �� �����0�� ���� ������������	 �������� 5">7� �������

��� �����!���
� 
� ��E�������0��  ����� ���
 ����� �
 0� � ��� 
�
������ �����������

�
� ���� ������������	 @������� 5""7.

""



�� ����	��

5"7 B. B����� K. 30����	��� ��� K. ��������. ����-
�����!��� ��
�) 3��������

�
��������� 
�

������ ��� �����	 ������
��. ���	
 ���
� &#2"4)'#F66� "%%D.

5D7 ?. C����� ��� �. ;�������. ��������!�� ��������� �������� ����
� /�����-

!���
�. �����	 ��������� "62(-%4)"$6%F"$&(� D$$D.

5>7 �. C�� ��. B����	 ������
�� �
� ����-
�����!��� ��
�. �� B. 3@� ��� �. K�� ��

����
��� ������� ��
�� 
���� >$>F>"&. B�������� ���������� "%%%.

5'7 �. KL����� ��� �. ;�������. ������
��� ��������� �������� �� �������-

�!�� �������� ����
� /�����!���
�. ������� �������� ��
����� 62�:M-$"-

D$""4)("F(%� D$"". ����)"(&6->%&$� ���
)NN���.������ .���-0��������.��N ˜

��������N���N���O$"OD$"".
��.

567 �. K
�
���.  �	!"#�����$��� ��
�� �
���� >$ 
�  
������  ����� �� %�!����"

����  �������. �
������� ?������ C�����0���� "%%6. 2���
�� B=������ B����
�

"%%#4.

5&7 P. :�� ��� �. ;����	���. ��������!���
� 
� ��� lp �
�� �
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