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Kapitel 1

Einleitung

Eine der klassischen Disziplinen in der praktischen Informatik beschéftigt
sich mit Suchalgorithmen. Neben anderen fallen darunter Verfahren zur Er-
kennung von (kurzen) Mustern in (langen) Texten, wie sie beispielsweise in
der Linguistik oder der Bioinformatik Einsatz finden.

Man unterscheidet zwischen exakter und approximativer Textsuche. Bei der
approximativen Suche ist eine Abweichung des Musters von seinem Auftreten
im Text bis zu einer gewissen Schranke zugelassen, wogegen bei der exakten
Suche davon ausgegangen wird, dafl das Muster und die entsprechende Stelle
im Text prézise {ibereinstimmen miissen.

Innerhalb der exakten Suche bedient man sich in Abhéngigkeit von der je-
weiligen Situation verschiedener Techniken: Sind Muster und Text im voraus
nicht bekannt, werden auf dem Boyer-Moore-Algorithmus [BM77] basierende
Verfahren eingesetzt, bei denen das Muster auf einfache Weise vorverarbeitet
wird, um eine effizientere Suche zu ermoglichen. Bei im voraus bekannten
Mustern, nach denen in verschiedenen Texten gesucht werden soll, kommen
Techniken mit endlichen Automaten zum Einsatz. Falls der umgekehrte Fall
vorliegt, dafl der Text statisch bekannt ist und das Muster von Suche zu
Suche variiert, so bietet sich eine Vorverarbeitung des Textes an.

Eine hiufig dabei erzeugte Datenstruktur sind (kompakte) Suffixbdume. In
diesen sind die Teilworte eines Textes auf besonders niitzliche Art und Weise
aufbereitet (deshalb wird auch die Bezeichnung Subwort-Baum /subword tree
verwendet). Die Vielseitigkeit dieser Datenstruktur beschreibt Apostolico
folgendermaflen:

.- - -, no digital index seems to outperform subword trees in ver-
satility and elegance.“ [Apo85]



Es sind verschiedene Verfahren zur effizienten Konstruktion von kompakten
Suffixbdumen bekannt, angefangen mit dem , Klassiker* von Weiner [Wei73],
iiber die Verfahren von McCreight [McC76] und Chen und Seiferas [CS85]
bis zu der online-Konstruktion von Ukkonen [Ukk93], bei der der Text zei-
chenweise von links nach rechts gelesen wird und nach dem i-ten Schritt der
Suffixbaum fiir die ersten ¢ Zeichen fertig vorliegt.

Bei der Betrachtung dieses Verfahrens stellt sich die Frage, ob das Einlesen
des Textes auch in entgegengesetzter Richtung oder sogar ein bidirektionales
Vorgehen moglich ist, so dafl an einer beliebigen Stelle im Text begonnen
werden und die Konstruktion in beiden Richtungen erfolgen kann. In der
vorliegenden Arbeit wird sich herausstellen, daf hierfiir eine Erweiterung der
Datenstruktur von Vorteil ist. Der so entstehende Graph wird als Affixbaum
bezeichnet und besitzt die in [GK94a] beschriebene Dualititseigenschaft, die
kompakte Suffixbdume nicht aufweisen. Da die Grofle der Affixbdume sich
nicht signifikant von der der Suffixbdume unterscheidet, ist zu untersuchen,
ob sie auch wie diese in bzgl. der Textldnge linearer Zeit konstruiert werden
konnen.

Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden [GK94a] und [Kur95]. Auch bei der
Weiterentwicklung des urspriinglich von Ukkonen stammenden Algorithmus
wird die in [Kur95] verwendete Formulierung iibernommen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunéchst werden grundlegende Daten-
strukturen eingefiihrt, auf deren Basis in dem darauffolgenden Kapitel Af-
fixbdume definiert und einige ihrer Eigenschaften diskutiert werden. Im vier-
ten Kapitel wird die oben angedeutete online-Konstruktion von Affixbdum-
en ausfiihrlich besprochen, im fiinften Kapitel deren Komplexitéit analysiert,
was sich aber als schwierig herausstellen wird, so daf3 kein endgiiltiges Er-
gebnis prisentiert werden kann. Schliellich wird kurz eine Anwendung von
Affixbdumen vorgestellt.

Der Code der im Rahmen dieser Arbeit erstellten Computerprogramme ist
bei Bedarf beim Autor zu erhalten.



Kapitel 2

Grundlegende Datenstrukturen

In [GK94a] wird eine Dualitit von atomaren Suffixbdumen und den zugehori-
gen Suffixlink-Badumen beschrieben. Um zu zeigen, dafl diese Dualitét nicht
allein eine Eigenschaft von Suffixbdumen ist, wird in dieser Arbeit ein allge-
meinerer Zugang als iiber Suffixlinks gewidhlt. Auf diese Weise werden von
vornherein gewisse Symmetrien von der resultierenden Datenstruktur gefor-
dert, die spiter von grofler Bedeutung sind.

Die in diesem Kapitel eingefiihrte Notation und Terminologie folgt in Anleh-
nung an [GK94a] und [Kur95].

2.1 Grundbegriffe

Sei A eine endliche Menge von Zeichen, das Alphabet. Eine Sequenz von
Zeichen aus A heiit Wort oder Text iiber A, |t| bezeichnet die Léinge des
Textes ¢, d.h. die Anzahl Zeichen, aus denen t besteht. Das leere Wort der
Lénge null wird mit £ bezeichnet. A™ ist die Menge aller Worte iiber A der
Lange m, A* die Menge aller Worte iiber A, AT = A*\ {¢}. In dieser Arbeit
sind a, b, ¢, x, y Bezeichner fiir Zeichen aus A; s, t, u, v, w sind Bezeichner
fiir Worte iiber A. Die Zeichen selbst werden in Schreibmaschinenschrift
angegeben: a, b, c, ....

Die m-fache Wiederholung eines Textes ¢ wird mit ¢™, der reverse Text
Ap...00 von t = ap...a, mit t ' bezeichnet. Fiir eine Aufspaltung von
t = vwu in (ggf. leere) v, w und w heifit v Prafiz von t, w t-Wort und u
Suffiz von t. Falls v # t (u # t), wird v (u) als echtes Prifiz (echtes Suffiz)
von t bezeichnet, t-words ist die Menge aller t-Worte.



Falls die Bezeichner fiir Teilworte von ¢ irrelevant sind, konnen diese auch
durch einen Unterstrich gekennzeichnet werden:

t=v_ <= v ist Prifix von t,
t=_w_. <= w ist t-Wort,
t=_u <= wu ist Suffix von t.

Ein Punkt bezeichnet in dieser Notation ein einzelnes Zeichen aus A:

t=v._ <= wist echtes Prifix von t,
t=_.u <= wuist echtes Suffix von t.

Zur Bezeichnung des Beginns/Endes eines Teilwortes w = a;41...a, in t =
ai ...a, wird die Notation t = __w, __ fiir 0 <[ <7 < n verwendet!.

Ein Prifix oder Suffix von t heiflt eingebettet, wenn es noch an irgendeiner
weiteren Stelle in ¢ auftritt?:

t = { Uv— } <= v ist eingebettetes Prifix von ¢,

t= { _uu } <= u ist eingebettetes Suffix von t.

Ein in ¢ eingebettetes Prifix (Suffix) ist also immer echtes Préfix (Suffix)
von t. Unter einem nicht-eingebetteten Prifiz (Suffiz) von t wird ein Prifix
(Suffix) von ¢ verstanden, das nicht in ¢ eingebettet ist3.

Ein t-Wort w heif3t rechtsverzweigend bzw. linksverzweigend, wenn ¢ von der
Form

 _wx_  _rw__

_{_wy_}’ r#y bzw. t_{_yw_}’ T #y
ist. Per definitionem sei das leere Wort ¢ in jedem Text sowohl rechts- als
auch linksverzweigend.

! Die Indizes [ und r bezeichnen hier nicht Zeichen von ¢, sondern die Grenzen zwischen
den Zeichen. Zur Motivation dieser Indizierungsweise s. [Mei86].

2Die Notation t = { %é } kennzeichnet, daf} ¢ sowohl von der Form ¢ = w; als auch von

der Form t = w» ist.
3Nicht aber ein beliebiges Wort w € A*, das nicht eingebettetes Préifix (Suffix) von ¢
ist!



2.2 A"-Biaume und verwandte Datenstruktu-
ren

2.2.1 A"-Biume

In Anlehnung an [GK94a] wird der iiberwiegende Teil der spéter fiir Suf-
fixbdume verwendeten Terminologie fiir eine allgemeinere Datenstruktur, die
At-Biume, definiert.

Definition 2.1 (A"-Baum)

Ein A"-Baum T ist ein Baum mit Wurzel und Kantenmarkierungen aus A™.
Dabei darf von jedem Knoten k in T fiir jedes a € A hochstens eine a-Kante
k = e ausgehen®. O

Terminologie:

e Die Menge aller Kanten eines A*-Baumes 7" wird mit edges(1) bezeich-
net, die Menge aller Knoten mit nodes(T") und die Wurzel mit root (7).
Ein Knoten aus nodes(T') heifit Blatt von T', wenn an ihm keine Kante
beginnt. Alle anderen Knoten heiflen innere Knoten von T

e Die Anzahl Knoten |nodes(T)| eines A*-Baumes 7' wird als Grdfle von
T, kurz |T'|, bezeichnet.

e Ein innerer Knoten heifit verzweigend, wenn an ihm mindestens zwei
Kanten beginnen, sonst heif3t er nicht-verzweigend.

e Fiir einen gegebenen A'-Baum 7' bezeichnet s-path(k) die Hinterein-
anderhidngung (Konkatenation) der Kantenmarkierungen auf dem (ein-
deutigen) Weg von der Wurzel zum Knoten k. Mit p-path(k) wird die
Konkatenation der Markierungen auf dem Weg vom Knoten k zur Wur-
zel von T bezeichnet®.

Offensichtlich gilt: s-path(k) = (p-path(k))!.

4Als Bezeichner fiir Knoten wird in dieser Arbeit in der Regel die Variable k verwen-
det, in Ausnahmefillen treten aber auch lingere Namen auf. Falls die Bezeichnung eines
Knotens irrelevant ist, kann dieser durch einen Punkt e gekennzeichnet werden. Hier ist
das der Knoten, an dem die a-Kante endet.

°Die Begriffe s-path(k) und p-path(k) sind ein Vorgriff auf die in Abschnitt 2.2.2 ein-
zufithrenden Suffix- und reversen Prifixbiume. Ublicherweise finden Pfade der s-Art bei
der Betrachtung von Suffixbdumen Verwendung, wogegen in reversen Préfixbdumen die
p-Sichtweise iiberwiegt.



e Wegen der geforderten Eindeutigkeit der a-Kanten im A*-Baum T gibt
es umgekehrt zu einem vorgegebenen Wort w auch nur hochstens einen
Knoten k£ in T mit s-path(k) = w bzw. p-path(k) = w. Aufgrund
dieser eineindeutigen Beziehung kann jeder Knoten £ mit dem zu ihm
fiihrenden Pfad identifiziert werden. Zwei dquivalente Bezeichnungen
sind moglich:

1. k=, falls w = s-path(k).
2. k=1, falls w = p-path(k).

e Es liBt sich leicht einsehen, daf fiir alle Knoten ¥ auf dem Weg von
der Wurzel zu einem Knoten @ v Prifix von w ist. Dariiber hinaus
enthélt 7" wegen der Eindeutigkeitsforderung der a-Kanten keine wei-
teren Knoten, die Préfixe von w représentieren.

Analoges gilt fiir w: Auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten
liegen genau die Knoten % in T' mit w = _v.

e Ein Wort w heiﬁt als S-Wort im A*T-Baum T reprdisentiert, falls es
einen Knoten w_" € nodes(T) gibt. Die Menge aller in T als S-Wort
reprasentierten Worte wird mit s- words(T) bezeichnet.

Analog ist p-words(T) = {w € A*| 7w € nodes(T)}.

Offensichtlich gilt: w € s-words(T) gdw. w™' € p-words(T).

e Fiir ein Wort w € s-words(T") heiBt in Anlehnung an [Ukk93] (7, u)
Referenzpaar von w beziiglich T', falls @ Knoten in 7 und w = vu
ist’. Falls v das lingste solche Priifix von w ist, heiit locy(w) = (7, u)
kanonisches Referenzpaar oder Lokation” von w beziiglich T

e Ein kanonisches Referenzpaar der Form (7, ¢) heifit expliziter Knoten;
ein kanonisches Referenzpaar der Form (7, au) heiit impliziter Kno-

ten, weil der Knoten vaw’ nicht explizit in T existiert, er aber implizit

innerhalb“ der Kante 7 %5 pau_’ vorhanden ist.

An einigen Stellen wird es von Nutzen sein, die Notation der kanoni-
schen Referenzpaare impliziter Knoten zu Quadrupeln zu erweitern:

locy(w) = (7, au, s, vaus’),

falls w = vau und (7, au) impliziter Knoten ,innerhalb* der Kante
7 % taus’ von T ist.

6 Analog lieen sich Referenzpaare auch iiber w € p-words(T) definieren. Das Ergebnis
unterscheidet sich aber nicht signifikant von dem oben formulierten: (%, v), falls @ Knoten
in T und w = vu ist.

7 Lokation“ ist die deutsche Ubersetzung des englischen location aus [Kur95].
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aaba’ = abaa‘ ‘aaba = ‘abaa aaba’ = ‘abaa

Abbildung 2.1: Drei AT-Biume, die die gleichen Wortmengen repriisentieren:
links der atomare Baum 7}, rechts der kompakte Baum 7, und in der Mitte
ein Zwischenstadium T;.

e Wie man leicht an den drei Baumen 71;, T; und 7, in Abb. 2.1 sieht, ist
durch die Menge der in einem A*-Baum T reprisentierten Worte nicht
der Aufbau von T eindeutig bestimmt. 7,, T; und 7, représentieren
ndmlich die gleichen Wortmengen

s-words(Ty,) = s-words(T;) = s-words(1,.) = {¢, a, aa, aab, aaba, b, ba, bab, bb}
bzw.

p-words(T,) = p-words(T;) = p-words(T,) = {¢, a, aa, ab, abaa, b, baa, bab, bb}.

e Der Baum T, zeichnet sich dadurch aus, dafl er ausschliellich Kanten
mit Markierungen der Lénge 1 enthélt. Solche Kanten werden als ato-
mare Kanten bezeichnet. Ein A*-Baum, der ausschlieflich atomare
Kanten enthilt, heifit atomarer A*-Baum.

Im Unterschied dazu wird ein A*-Baum, der abgesehen von der Wurzel
keine nicht-verzweigenden inneren Knoten enthilt, als kompakter AT -
Baum bezeichnet. Der in Abb. 2.1 rechts abgebildete Baum 7T, ist
kompakt.

e Wie in [GK95] ausgefiihrt, kann man zeigen, dafl unter allen A*-Bium-
en, die eine vorgegebene Wortmenge reprisentieren, der atomare Baum
die maximale und der kompakte Baum die minimale Anzahl expliziter
Knoten enthélt. Der atomare AT-Baum stellt die Normalform un-
ter Kantenaufspaltung und der kompakte Baum die Normalform unter
Kantenkontraktion dar.



aabab 4 ababa’ i
a
aababa’ 4 aababa

Abbildung 2.2: Atomarer und kompakter Suffixbaum von ¢ = aababa.

2.2.2 Suffixbdume

Suffixbdume werden nun als spezielle A*-Béume definiert, so daf§ sich die
oben eingefiihrte Terminologie automatisch auf sie {ibertrigt.

Definition 2.2 (Suffixbaum)

Ein Suffizbaum eines Textes t ist ein A*-Baum, der als S-Worte genau alle
t-Worte reprisentiert. O

Bemerkungen zu Definition 2.2

1. Wie alle AT-Biaume koénnen auch Suffixbdume verschiedene Ausprigun-
gen haben. In Abb. 2.2 sind fiir den Text ¢{ = aababa der atomare
Suffixbaum ast(t) und der kompakte Suffixbaum cst(t) angegeben.

2. Wie in [AHUT74] dargestellt, ergibt sich fiir Texte t der Linge n =
|t| bei geeigneter Repriisentation der Kantenmarkierungen folgender
Platzbedarf:

e O(n?) fiir den atomaren Suffixbaum ast(t),

e O(n) fiir den kompakten Suffixbaum cst(t).

Aus diesem Grunde ist fiir relevante Anwendungen, insbesondere bei
langen Texten, die kompakte Variante vorzuziehen.



3. Eine sehr wichtige Eigenschaft des kompakten Suffixbaumes, auf die
auch in [CL94] hingewiesen wird, lautet:

I. Jeder innere Knoten @ von cst(t) korrespondiert mit einem rechts-
verzweigenden® t-Wort w.

II. Jedes Blatt W von cst(t) korrespondiert mit einem nicht-einge-
betteten® Suffix w von ¢.

Analog zum Suffixbaum [48t sich definieren:

Definition 2.3 (Reverser Préfixbaum)

Ein reverser Prdfithaum eines Textes t ist ein AT-Baum, der als P-Worte
genau alle t~-Worte représentiert. O

Diese Definition ist dquivalent zu der in [GK94a] gegebenen:

Ein reverser Prafixbaum eines Textes ¢ ist ein Suffixbaum des
reversen Textes ¢!,

da ein Wort w € A* genau dann ¢-Wort ist, wenn w=' ¢t~1-Wort ist.

Deshalb muf fiir reverse Prifixbdume auch keine eigene Notation eingefiihrt
werden: Der atomare reverse Priifixbaum eines Textes ¢ ist gleich ast(t™1),
der kompakte reverse Priifixbaum von ¢ ist gleich cst(¢1).

2.2.3 Suffixlinks

Zur effizienten Konstruktion von Suffixbdumen und fiir viele Anwendungen
ist eine zusétzliche Art von Kanten niitzlich, die quasi orthogonal zur ei-
gentlichen Baumstruktur verlaufen. Obwohl diese ,,Suffixlinks“ urspriinglich
erstmals in [McC76] nur fiir Suffixbdume eingefiihrt wurden, werden sie hier
in Anlehnung an [GK94a] allgemein fiir AT-Béume definiert:

8Da ¢ in dieser Arbeit als in jedem Text rechtsverzweigend definiert wurde, ist hier
(im Gegensatz zu [CL94], wo dafiir eine spezielle Fallunterscheidung notwendig wird)
root(cst(t)) als Reprisentant von € in Fall I. mit eingeschlossen.

°In [CL94] werden ausschlieBlich Texte ¢ betrachtet, die mit einem sonst nicht in ¢
auftretenden Zeichen $ enden, was bewirkt, dafl kein Suffix von t eingebettet ist. Aus
diesem Grunde kann dort von einer allgemeinen Korrespondenz zwischen Suffixen und
Bléttern des Suffixbaumes gesprochen werden.
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Abbildung 2.3: Ein A"-Baum T,; mit Suffixlinks und sein Suffixlink-Baum
T, der kein A*-Baum ist.

nl

Definition 2.4 (Suffixlinks)

Sei aw” ein Knoten im A*-Baum T. Der Suffirlink von aw’ ist die (zur Unter-

scheidung von den Baum-Kanten gepunktet gezeichnete) Kante aw’ < v,
wobei v das lingste Suffix von w ist, das durch einen expliziten Knoten o
in T reprisentiert wird!?.

Suffixlinks kénnen markiert werden mit den vom Knoten aw’ = wo’ zu Kno-

ten 7 wegfallenden Zeichen: wo’ < 7. O

Bemerkungen!! zu Definition 2.4

1. Suffixlinks spielen eine wichtige Rolle bei der effizienten Konstruktion
von Suffixbdumen, deren effizienteste Vertreter in [McC76] und [Ukk93]
beschrieben sind:

»All clever variations of subword trees are built in linear time
by resorting to similar properties.“ [Apo85]

2. Die Suffixlinks eines A*-Baumes T bilden fiir sich genommen ebenfalls
einen Baum, den Suffizlink-Baum von T', kurz T !. Dieser Baum ist im
allgemeinen kein A*-Baum, wie man an dem Beispiel 7;;' in Abb. 2.3
sieht.

10Verglichen mit der Definition in [GK94a] haben hier Suffixlinks die umgekehrte Rich-
tung, so daf sie, ohne daf ein Umdrehen notig ist, einen Baum bilden. Dennoch ,,beginnt*
der Suffixlink bei @w’ und ,endet* bei 7.

UEntnommen aus [GK94a].

10



Abbildung 2.4: Ein A"-Baum 7,4, zu dem kein dualer A"-Baum existiert.

3. In einem atomaren Suffixbaum sind auch alle Suffixlinks atomar, in
einem kompakten Suffixbaum zumindest die Suffixlinks innerer Knoten.

2.2.4 Dualitit von AT-Biumen

In diesem Abschnitt wird eine allgemeine Definition fiir die Dualitit zweier
AT-Biume eingefiihrt:

Definition 2.5 (Dualitéit zweier AT-Béume)

Zwei At-Baume T; und T, heiflen dual, falls fiir jeden in 7T enthaltenen
Knoten W ein Knoten % in 7} existiert und umgekehrt. O

Bemerkungen zu Definition 2.5

1. Nicht zu jedem A'-Baum existiert ein dualer Baum. Beispielsweise
miifite der zu dem A*-Baum 7,4 (Abb. 2.4) duale Baum die Knoten
ab und a¢’ enthalten. Ein A*-Baum mit diesen beiden Knoten enthilt
aber notwendigerweise auch den Knoten @, mit dem Resultat, daf er
nicht dual zu T,,4 sein kann, da & ¢ nodes(T,q).

2. Falls der zu einem A"-Baum 7T duale Baum existiert, ist dies der
Suffixlink-Baum von 7.

Der Beweis der zweiten Bemerkung wird erst in Abschnitt 2.3.2 (Lemma 2.12)
durchgefiihrt, da mit der bis dahin eingefiihrten Notation eine einfachere
Argumentation moglich ist.

2.2.5 Dualititseigenschaften von Suffixbdumen

Die im folgenden beschriebenen Eigenschaften von Suffixbdumen sind aus
[GK94a] entnommen, wo auch der Beweis von Satz 2.7 zu finden ist.

11



Satz 2.6 (Dualitéit atomarer Suffixbdume)

Der zu einem atomaren Suffixbaum ast(t) duale A*-Baum existiert immer
und ist gleich dem atomaren reversen Priffixbaum ast(t1). a

Nach den bis hierher erfolgten Uberlegungen ist diese Behauptung offensicht-
lich, da genau alle t-Worte in ast(t) durch explizite Knoten @ und in ast(t~*)
durch explizite Knoten W repriisentiert sind.

Da aber im Falle des kompakten Suffixbaumes cst(t) nicht immer zu jedem
Knoten @ ein korrespondierender Knoten % in cst(t™!) existiert, gilt fiir
diesen nur eine schwichere Variante des obigen Satzes:

Satz 2.7 (Schwache Dualitét kompakter Suffixbdume)

Der Suffixlink-Baum (cst(¢)) ! eines kompakten Suffixbaumes cst(t) ist ein
AT-Baum, dessen Knotenmenge eine Teilmenge der Knotenmenge von cst (1)
ist. Dariiber hinaus gilt: ((cst(t)) ')t = cst(t). 0

Hier stellt sich nun die Frage, ob es eine Mdoglichkeit gibt, die Effizienz der
Darstellung von kompakten Suffixbdumen mit den Symmetrieeigenschaften
dualer Bdume zu verbinden. Wie man in Kapitel 3 sehen wird, stellen Af-
fixbdume eine elegante Losung dar.

2.3 Bi-Biaume

Trotz der Bezeichnung , Affixbaum® handelt es sich bei diesem im strengeren
Sinne gar nicht um einen Baum, sondern um den Spezialfall eines Bi-Baumes,
einen aus zwei Bidumen zusammengesetzten Graphen. Dieser soll nun als
letzte der grundlegenden Datenstrukturen eingefiihrt werden.

2.3.1 Definition der Datenstruktur

Definition 2.8 (Erweiterung von A*-Biumen)

Seien T und U zwei AT-Biume. Die U-Erweiterung von T, kurz Ty, ist der
AT-Baum, der entsteht, wenn man alle diejenigen impliziten Knoten (u, au)

von T, die als explizite Knoten ‘wau in U enthalten sind, zu expliziten Knoten
waw in Ty macht. O

In Abb. 2.5 sind zwei A*-Béume S und P sowie deren gegenseitige Erweite-
rungen Sp und Pg abgebildet.
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Abbildung 2.5: Zwei AT-Biume S und P sowie deren gegenseitige Erweite-
rungen Sp und Ps.
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Bemerkungen zu Definition 2.8

1. Die Menge der von einem A*-Baum reprisentierten Worte bleibt bei
Erweiterungen unverindert.

2. Atomare AT-Biume sind invariant unter Erweiterungen, da sie keine
impliziten Knoten enthalten.

Definition 2.9 (Reverse Vereinigung zweier A*-Béume, Bi-Baum)

Seien S und P zwei AT-Biume. Die reverse Vereinigung von S und P, kurz
sUp, ist folgendermaflen definiert:

1. sUp enthilt alle Knoten von Sp und Pg, wobei Knoten W@ € nodes(Sp)
mit Knoten % € nodes(Ps) zu W = W~ identifiziert werden!2:
nodes(s0p) = nodes(Sp) O nodes(Ps),
mit
AUB = {@="wl@ecAr cB)
U{@|W e ANT ¢ BY U {w | € BAT ¢ A).
2. sUp erbt alle Kanten von Sp und Ps:

s-edges(sUp) = edges(Sp), genannt S-Kanten,
p-edges(sUp) = edges(Ps), genannt P-Kanten. 0

In Abb. 2.6 ist die reverse Vereinigung SOp der AT-Biaume S und P aus
Abb. 2.5 dargestellt. S-Kanten werden dort mit durchgezogenen Pfeilen,
P-Kanten mit gepunkteten Pfeilen gekennzeichnet.

Terminologie:

e Der so entstehende zweigefirbte Multigraph mit Wurzel und Kanten-
markierungen aus A" wird als Bi-Baum!'® bezeichnet, der Knoten & =
?N als Wurzel von sUp oder T’OOt(SOp) und |n0des(50p)| als Grifie von
sUp, kurz |sUp|.

'?An dieser Stelle schleicht sich eine kleine Unsymmetrie bzgl. S und P in die Notation

ein: Knoten % € nodes(Sp) werden als @ in s|Jp {ibernommen, wogegen die Bezeichnung
von W € nodes(Ps) zu w™* umgedreht wird. Hierbei handelt es sich aber ausschlieflich

um einen Effekt der Notation. Die Struktur von SEJ p ist vollig symmetrisch in S und P.

13Diese Bezeichnung, nicht zu verwechseln mit dem Binérbaum, stammt aus [Wei73], wo
allerdings ausschliefllich die duale atomare Variante betrachtet und als bi-tree bezeichnet
wird.
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Abbildung 2.6: Die reverse Vereingung SOp der AT-Biaume S und P aus
Abb. 2.5.

e Der von den S-Kanten gebildete Teilgraph von sUp ist identisch mit Sp
und wird als S-Baum (in s{p) bezeichnet. Er reprisentiert dieselben
Worte wie S:

s-words(sUp) = {w € A*|w= € nodes(sUp)} = s-words(S).

Analog ist der von den P-Kanten gebildete Teilgraph gleich Ps und
wird als P-Baum (in sUp) bezeichnet. Er représentiert

p-words(sUp) = {w € A*|Zw € nodes(sUp)} = p-words(P).

Die Eigenschaft w € s-words(T) <= w™! € p-words(T) der A'-
Baume gilt also nicht mehr allgemein fiir Bi-Bdume (wohl aber fiir die
im néichsten Abschnitt betrachteten dualen Bi-Béume).

e Anhand der Struktur dieser beiden in 50 p enthaltenen AT-Biume wer-
den die Begriffe Blatt im S-/P-Baum und innerer verzweigender/nicht-
verzweigender Knoten im S-/P-Baum fir Bi-Bédume definiert.

e Jetzt gibt es zwei unterschiedliche Arten von Referenzpaaren in T' =

sUp:

— Fiir w € s-words(T) heifit (7',u) S-Referenzpaar von w, falls
v € nodes(T) und w = vu.

— Fiir w™ € p-words(T) heift (% ,v) P-Referenzpaar von w, falls
& € nodes(T) und w = vu.
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Kanonisches S-/P-Referenzpaar bzw. S-/ P-Lokation (s-locy(w), p-loc,(w))

ergeben sich daraus analog zu den entsprechenden Definitionen fiir A™-
Béaume.

e Wie fiir A™-Biume gilt auch fiir Bi-Biume: Der Weg von der Wurzel zu
einem Knoten entlang den S-Kanten durchlduft genau alle in SOP
enthaltenen Knoten 7/, die Prifixe v von w repriisentieren. Ebenso
durchliuft der Weg entlang den P-Kanten zum Knoten % genau die
in SEJP enthaltenen Knoten % mit w = _u.

e Ahnlich wie fiir A*-Biiume sind atomarer und kompakter Bi-Baum
definiert: Ein Bi-Baum, der ausschliefllich atomare Kanten enthélt,
wird als atomarer Bi-Baum bezeichnet, ein Bi-Baum, der (abgesehen
von der Wurzel) keine inneren Knoten enthilt, die weder im S- noch
im P-Baum verzweigen, als kompakter Bi-Baum.

2.3.2 Dualitat von Bi-Bidumen

Definition 2.10 (Dualer Bi-Baum)

Ein Bi-Baum 50 p heifit dual, falls jeder Kgoten von SOP sowohl Knoten im
S-Baum als auch Knoten im P-Baum in sJp ist. O

Den Zusammenhang zur Dualitét zweier AT-Biume beschreibt der folgende
Satz:
Satz 2.11 (Aquivalenz der Dualitiitsbegriffe)

SOP ist dual <= Sp und Ps sind duale AT-Biume.

Beweis

- — -

sUpist dual <= jeder Knoten W = w ' € noges(gUp) liegt sowohl im
S- als auch im P-Baum von sUp

< W € nodes(Sp) gdw. W € nodes(Ps)

<= Sp und Ps sind dual.
|

Jetzt haben wir das notige Handwerkszeug beisammen, um die oben unbe-
wiesene zweite Bemerkung zu Definition 2.5 zeigen zu kénnen, nédmlich dafl
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der zu T duale A"-Baum gleich dem Suffixlink-Baum von 7 ist; oder in der
Terminologie der Bi-Biume:

Lemma 2.12 (Der duale Baum ist der Suffixlink-Baum)

Die F—Kanten eines dualen Bi-Baumes SOP sind die Suffixlinks des S-Baumes
in sUp und umgekehrt. O

Beweis

Gegeben ein beliebiger Knoten aw’ € n~0des(50p). Sei u das langste Suffix

von w, so daf8 @ ebenfalls Knoten in sUp ist. Es ist zu zeigen, daf an aw’

1. ANufgrund der Dualitit von SOP ist aw’ auch Knoten im P-Baum in
sUp. Es muf} also einen Weg von der Wurzel entlang den P-Kanten zu
aw geber.

2. Offensichtlich muf auf diesem Weg der Knoten % liegen, da u Suffix
von aw ist.

3. Bleibt also zu zeigen, dafl zwischen @ und aw’ kein weiterer Knoten
liegen kann. Wire dies aber der Fall, so hiitte er die Bezeichnung zu’
mit w = _.zu, z € A", was im Widerspruch zu der Annahme steht, dafl
u das ldngste Suffix von w ist, das durch einen expliziten Knoten in
gljp reprasentiert wird.

Da wegen der Dualitét von 5L~Jp kein Knoten nur im P-Baum in SOP vorhan-
den ist, ist damit auch gezeigt, dafl es keine weiteren P-Kanten geben kann,

die nicht Suffixlinks irgendeines Knotens aw’ sind.

Wegen der Symmetrie des Bi-Baumes gilt dieser Beweis analog auch, wenn
man S- und P-Baum vertauscht. O

Ein Bi-Baum kann also auch als AT-Baum mit markierten Suffixlinks be-
trachtet werden. In dieser ,,Suffixbaum-Sichtweise“ wird eine P-Kante @ - -
k synonym auch als Suffixlink von %k bezeichnet.
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Kapitel 3

Affixbaume

3.1 Definition der Datenstruktur

Die in Kapitel 2 vorgestellten Begriffe und Konzepte bilden die Basis fiir die
nun einzufithrende Datenstruktur, der das eigentliche Interesse dieser Arbeit
gilt:

Definition 3.1 (Affixbaum)

Die reverse Vereinigung eines Suffixbaumes und eines reversen Préfixbaumes
desselben Textes t heifit Affizbaum® von t. O

Der S-Baum in einem Affixbaum ist also ein Suffixbaum, der P-Baum ein
reverser Prifixbaum von ¢. Die S-Kanten von Affixbdumen werden dement-
sprechend auch als Suffiz(baum )kanten und die P-Kanten als Prifiz(baum )kan-
ten bezeichnet.

Bemerkungen zu Definition 3.1

1. Fiir Affixbdume ergeben sich als Normalformen unter Kantenaufspal-
tung/Kantenkontraktion:

e der atomare Affixbaum von ¢, kurz aat(t), der durch die rever-
se Vereinigung von ast(t) und ast(t™') entsteht. Er enthélt die
gleichen Knoten wie der atomare Suffixbaum von t.

In der Linguistik ist ,, Affix“ eine Sammelbezeichnung fiir Wortbildungselemente wie
Suffixe und Prifixe.
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Abbildung 3.1: Drei Affixbdume fiir den Text ¢ = aababa.

e der kompakte Affixbaum cat(t), der die reverse Vereinigung von
cst(t) und est(t~1) darstellt. Er enthilt bis auf die Wurzel keine
inneren Knoten, die weder im Suffix- noch im Prifixbaum ver-
zweigen.

In Abb. 3.1 sind der atomare (links) und der kompakte Affixbaum
(rechts), sowie ein Zwischenstadium (Mitte) fiir den Text ¢ = aababa
abgebildet.

. Ahnlich wie fiir den kompakten Suffixbaum 148t sich auch fiir den kom-

pakten Affixbaum eine sehr wichtige Korrespondenzeigenschaft der in
ihm enthaltenen Knoten angeben:

Der kompakte Affixbaum cat(t) enthilt
I. einen inneren verzweigenden Knoten im Suffixbaum fiir jedes rechts-
verzweigende t-Wort,
IT. ein Blatt im Suffixbaum fiir jedes nicht-eingebettete Suffix von ¢,

III. einen inneren verzweigenden Knoten im Prifixbaum fiir jedes links-
verzweigende t-Wort und

IV. ein Blatt im Préfixbaum fiir jedes nicht-eingebettete Prifix von t.

Es konnen aber auch doppelt verzweigende Knoten (Knoten der Form
I. und III.) sowie Doppelblitter (II. und IV.) auftreten, wie man am
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kompakten Affixbaum in Abb. 3.1 sieht:

Knoten in cat(aababa) | & @ | aa |aab | aaba’ | aabab’

Art des Knotens [./IIL. | I./IIL. | IV. | IV. IV. IV.

aababa | ab | aba | ababa | baba
II./IV. II1. | III. II. 11.

Dagegen ist es nicht moglich, dafl ein innerer verzweigender Knoten
und ein Blatt aufeinanderfallen, da das einem rechts- oder linksver-
zweigenden t-Wort entspréche, das gleichzeitig nicht-eingebettetes Suf-
fix/Prifix ist, was sich offensichtlich gegenseitig ausschliefit.

Um also disjunkte Klassen zu erhalten, miissen noch zusétzlich folgende
Fille betrachtet werden:

V. doppelt verzweigende Knoten fiir sowohl rechts- als auch linksver-
zweigende t-Worte;

VI. Doppelblitter fiir t-Worte, die sowohl nicht-eingebettete Suffixe
als auch nicht-eingebettete Préfixe von ¢ sind.

Offenbar kommt fiir VL. nur ¢ selber in Frage.

. Ein kompakter Affixbaum kann nicht-atomare Kanten enthalten, die

zu inneren Knoten fiihren, ein Beispiel ist die Kante 2 P2, aba in
cat(aababa), Abb. 3.1 rechts. Bezogen auf die Suffixbaum-Sichtweise
bedeutet dies, daff es im Suffixbaum in cat(t) innere Knoten mit nicht-
atomaren Suffixlinks geben kann. Es ist aber leicht ersichtlich, daf}
ein solcher Knoten @w’ im Suffixbaum in cat(t) nicht verzweigt: Denn
sonst wire (gemifl I.) aw rechtsverzweigendes t-Wort, ebenso w, und
da w lingstes als Knoten in cat(t) reprisentiertes Suffix von aw ist,

wire der Suffixlink von @aw’ atomar: aw < .

Eine schone Eigenschaft von Affixbdumen, die deren symmetrische Struktur
unterstreicht, wird durch den folgenden Satz ausgedriickt?:

Satz 3.2 (Dualitét von Affixbdumen)

Affixbdume sind dual.

O

2Von der Uberlegung, aus diesem Grunde von Prii- und Suffixen ginzlich zu abstrahie-
ren (beispielsweise durch eine Terminologie mit Fiz und Antifiz) wurde wieder Abstand
genommen, da dies die Anschaulichkeit sehr stark gemindert hitte. Fiir Beispiele hiitte
ohnehin stets eine Instantiierung der Art Fiz = Suffiz und Antifix = Prdfiz (oder umge-

kehrt) wieder eingefiihrt werden miissen.
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Beweis

Seien S ein Suffixbaum und P ein reverser Préafixbaum ein- und dessel-
ben Textes t. Dann ist zu zeigen, daB Sp und Pg dual sind, d.h. @ €
nodes(Sp) <= W € nodes(Ps).

“—"  Sei W € nodes(Sp).
= w € s-words(Sp) = s-words(S) = t-words = p-words(P), w mufl
also als expliziter oder impliziter Knoten in P reprisentiert sein.
= 2 Fille: 1. W ist expliziter Knoten in P;

= W ist auch in Py explizit;
oder 2. w wird durch einen impliziten Knoten in P reprisentiert;
= W ist expliziter Knoten in S, denn sonst wire w
nicht explizit in Sp;
= W wird also bei der S-Erweiterung von P zu Pj
explizit gemacht.

“<~=" Die andere Richtung l483t sich analog beweisen.

3.2 Platzbedarf von Affixbaumen

Exemplarisch soll in diesem Abschnitt an den Extremfillen aat und cat die
Grofle von Affixbdumen untersucht werden. Die zunéichst betrachteten asym-
ptotischen Abschétzungen folgen unmittelbar aus der Affixbaum-Definition,
wogegen zu der darauf folgenden Ermittlung des exakten maximalen Platz-
bedarfs von cat aufwendigere Uberlegungen notwendig sind. Abschliefend
sollen noch einige Bemerkungen iiber die erwartete Gréfle von Affixbdumen
zufilliger Texte gemacht werden.

3.2.1 Asymptotischer Platzbedarf

Da durch die reverse Vereinigung zweier AT-Biiume sich deren Knotenzahl
maximal addiert, ergibt sich asymptotisch fiir Texte ¢ der Linge n = ||
folgende Grofle von Affixbdumen:

aat(t) enthiilt als reverse Vereinigung von ast(¢) und ast(t~!) maximal
O(n?) Knoten,

cat(t) hat analog als reverse Vereinigung von cst(t) und cst(t™") mit je O(n)
Knoten im worst case ebenfalls O(n) Knoten.
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Wihrend im allgemeinen Fall Bi-Bdume auch Knoten enthalten konnen, die
nur auf einem Weg erreichbar sind, sind im Affixbaum alle Knoten sowohl
im Suffix- als auch im Préafixbaum enthalten. An jedem Knoten aufler der
Wurzel endet also genau eine Suffix- und genau eine Préfixkante. Somit hat
jeder Affixbaum mit p Knoten genau 2p — 2 Kanten, womit der Platzbedarf
fir die Kanten von cat(t) ebenfalls in die Klasse O(n) fillt. Diese Angaben
gelten ebenfalls fiir die Markierungen, da jede Markierung, dhnlich wie bei
Suffixbdumen, mit konstantem Platzbedarf gespeichert werden kann, wie in
Abschnitt 3.3.2 gezeigt wird.

Die weitergehende Diskussion des exakten Platzbedarfs im néchsten Ab-
schnitt kann sich damit auf die Knotenzahl von Affixbdumen beschrinken.

3.2.2 Maximaler Platzbedarf von kompakten Affixbiu-
men

Obwohl fiir Komplexitétsiiberlegungen hiufig die asymptotischen Angaben
ausreichen, ist es fiir die praktische Implementierung eines Algorithmus eben-
so wichtig, den konstanten Faktor zu bestimmen, der den worst case nach
oben beschriankt. Dies wird nun fiir den interessanteren Fall des kompakten
Affixbaumes durchgefiihrt, dessen Grofle, wie oben gezeigt, proportional zur
Liange des Textes ist.

Za diesem Zweck soll zunédchst daran erinnert werden, dafl die exakte Grofie
des kompakten Suffixbaumes eines Textes ¢ der Linge n > 1 maximal 2n —1
Knoten betrigt. Ein Beispiel hierfiir ist der Text ¢ = a” '$ mit n Bittern
und n — 1 verzweigenden inneren Knoten.

Aus Symmetriegriinden ergibt sich dieselbe Zahl natiirlich auch fiir den kom-
pakten reversen Prifixbaum und man erhilt fiir die reverse Vereinigung der
beiden Bidume im Hdochstfall den doppelten Wert: 4n — 2. Da bei der rever-
sen Vereinigung von Suffix- und reversem Préfixbaum jedoch mindestens zwei

Knoten aufeinanderfallen, ndmlich die Wurzel und der Knoten T = t7!, er-
gibt sich schliefilich fiir n > 1 als eine obere Schranke fiir die Knotenzahl
4n — 4.

Ein Beispiel, fiir das dieser Wert exakt erreicht wird, kann in dieser Arbeit
leider nicht gegeben werden. Im folgenden wird aber ein Text diskutiert,
fiir den die relative Abweichung der Knotenzahl von 4n beliebig klein wird,
womit gezeigt ist, dal der gesuchte konstante Faktor gleich 4 ist.

Man betrachte dafiir ein Alphabet A, der beliebigen, aber festen Grofie &

Ak == {al,ag,ag, ce ey ak}
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und den Text

te = a1(asas . . . ap_1)Fay.
Dieser Text hat die Linge n = |ty| =1+ k(k —2) + 1 = k* — 2k + 2.
Zur Ermittlung der exakten Knotenzahl von cat(ty) sind in Tabelle 3.1 alle
sechs moglichen Arten von ¢,-Worten angegeben, die den Klassen I. — V1. von
Knoten im kompakten Affixbaum cat(ty) entsprechen. Die mittlere Spalte
zeigt diese Worte am Beispiel k = 6, As = {a,b,c,d, e, f}, ts = a(bcde)®f,
in der rechten Spalte ist die Anzahl fiir allgemeines k£ angegeben.

Damit enthélt cat(t)) also insgesamt

lcat(ty)] = 2(k—3)(k—1)+2n—1)+(k—1)+1
= 2k —4k+3)+2(k* -2k +2) -2+ (k—1)+1
= 4k* — 11k +8
Knoten.

Die relative Abweichung von 4n = 4k*—8k+8 wird damit fiir groe k beliebig
klein?:

lcat(ty)] —d4n -3k B - 0
4n O 4k2-8k+8  4—-F+ % koo

|

3.2.3 Erwarteter Platzbedarf

In dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Beispieltext ¢ steigt das Verhélt-

ICCU;M mit der Alphabetgréfle asymptotisch gegen 4 an.

nis
Im Gegensatz dazu findet man aber bei zufiillig erzeugten Texten®, daf fiir
groBere Alphabete kleinere Biume entstehen (s. Abb. 3.2). Daf die Textlinge

n auf dieses Phédnomen keinen Einfluf hat, {iberrascht im iibrigen nicht.

Um die Alphabetgrofienabhéngigkeit zu erkldren, die genauso auch in Suf-
fixbdumen auftritt (s. Abb. 3.3), werden, zunéchst fiir den Suffixbaum, drei
Annahmen gemacht:

1. Da die erwartete Linge des ldngsten repeats innerhalb eines Textes
t € A" nach [AS92] von der Ordnung logn ist, konnen fiir lange Texte
die Effekte eingebetteter Suffixe vernachléssigt werden. Es kann also
wie fiir Texte, die mit einem sonst nicht in ¢ auftretenden Zeichen $
enden, mit n Blittern im Suffixbaum gerechnet werden.

3Die Notation g vl 0 ist eine abkiirzende Schreibweise fiir lim (¢) = 0.
e — 00

4Zur hier verwendeten Bernoulli-Verteilung s. [AS92].
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Knotenart

k=6, n=lty =26

allgemein

I. innerer Knoten im
Suffixbaum (rechts-, aber
nicht linksverzweigendes

tr-Wort)

abcdebcdebcdebcdebedebedef

(k—3)(k—1)

IT. Blatt im Suffixbaum
(nicht-eingebettetes Suffix,
das aber nicht
nicht-eingebettetes Prifix
von 1y, ist)

abcdebcdebcdebcdebecdebedef

I1I. innerer Knoten im
Préfixbaum (links-, aber
nicht rechtsverzweigendes
t,-Wort)

abcdebcdebcdebcdebecdebedef

I'V. Blatt im Préfixbaum
(nicht-eingebettetes Prifix,
das aber nicht
nicht-eingebettetes Suffix
von 1y, ist)

abcdebcdebcdebcdebecdebedef

V. doppelt verzweigender
Knoten (sowohl rechts- als
auch linksverzweigendes
tk—WOI‘t)

abcdebcdebcdebcdebecdebedef

VI. Doppelblatt (sowohl
nicht-eingebettetes Suffix

als auch nicht-eingebettetes
Prifix)

abcdebcdebcdebcdebecdebedef

Tabelle 3.1: Aufteilung der Knoten von cat(t;) am Beispiel £ = 6 und allge-

mein.

24




Al =2 —
5 F Al =
Al =20 —
Al =90
4 |
S
leat®)| g -
” .
S e i
1F |
0 | | | | | | | |
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000

n

Abbildung 3.2: Die Grofle von cat(t) fiir zuféllige Texte ¢, abhéngig von der
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Abbildung 3.3: Die Grofe von cst(t) fiir zufillige Texte ¢, abhéngig von der
Textlinge n und der Alphabetgrofie | A].
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2. Bei Alphabeten der Grofle k ist der Verzweigungsgrad innerer Knoten
von k abhéngig. Im folgenden wird ein konstanter Wert ¢ > 2 ange-
nommen. (Es wird sich zeigen, dafl der exakte Wert fiir qualitative
Ergebnisse irrelevant ist.)

3. Fiir zufillige Texte t ist der Suffixbaum ausbalanciert, so dafi alle
Blatter in einer Ebene liegen.

Mit diesen Annahmen enthélt ein kompakter Suffixbaum der Tiefe d (d. h.
mit d + 1 Ebenen ¢ = 0...d) in Ebene i genau ¢ Knoten, insgesamt also

¢ -1
qg—1

innere Knoten und ¢ Bliitter.

d—1
> ¢ =
i=0

Das Verhiltnis von inneren Knoten zu Blittern betrigt damit

q
—
qg—1 ¢ g—1 dsoo ¢q—1

¢ -1 1 1-4 1
T

Fiir kleine Alphabete (¢ ~ 2) erwartet man also ein Verhiltnis von 1, wo-
gegen sich das Verhiltnis fiir grole Alphabete (¢ — oc) asymptotisch von
oben gegen 0 anndhert. Dies entspricht einer Knotenzahl von 2n fiir kleine
Alphabete und einer Annéherung an 1n fiir grofle Alphabete, was gut mit
den empirischen Messungen in Abb. 3.3 {ibereinstimmt?®.

Dieses Verhalten ist qualitativ auf Affixbdume iibertragbar, da fiir zufillige
Texte |cat(t)| proportional zu |cst(t)| sein sollte. Als Proportionalititsfaktor
ist bei quantitativem Vergleich von Abb. 3.2 mit Abb. 3.3 ein Wert zwischen
1.6 und 1.8 anzunehmen.

3.3 Reprisentation von Affixbidumen

In diesem Abschnitt soll nun erértert werden, wie Affixbdume mit moglichst
geringem Speicherbedarf reprisentiert werden konnen. Zunichst werden
zwei generell unterschiedliche Repriisentationsmoglichkeiten fiir A"- und Bi-
Biaume diskutiert®, im zweiten Teil wird niher auf spezielle Eigenschaften
der Représentation eingegangen, die dem in Kapitel 4 vorgestellten online-
Konstruktionsverfahren fiir Affixbdume zugrundeliegen.

®Auch Blumer, Ehrenfeucht und Haussler [BEH89], die quantitative Untersuchungen
zu dieser Fragestellung durchfiihrten, kommen zu dhnlichen Ergebnissen.
Ein #hnlicher Vergleich fiir Suffixbdume wurde in [CS85] durchgefiihrt.
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3.3.1 Kanten- vs. Knotenmarkierungen

Eine in vielen Implementierungen verwendete Art, AT-Biume zu reprisen-
tieren, la8t sich in Form einer rekursiven Typ-Notation folgendermafien dar-
stellen:

AplusTree a = Node [(Label a,AplusTree a)l.

Ein A"-Baum wird also durch einen Wurzelknoten mit einer Liste von mar-
kierten Kanten représentiert, die zu je einem genauso aufgebauten Unter-
baum fithren. Blatter werden in dieser Darstellung als Knoten mit leerer
Kanten-/Unterbaumliste dargestellt. Uber die Art der Kantenmarkierung,
hier abstrakt mit (Label a) bezeichnet, wird spiter noch zu sprechen sein.

Fiir Bi-Bdume enthilt der entsprechende Typ zwei Listen von Kanten, die
zu Unterbiumen fiihren, eine fiir Suffix- und eine fiir Prifixkanten®:

BiTree a = Node [(Label a, BiTree a)] [(Label a, BiTree a)l.

Als alternative Darstellungsform 148t sich ein A"-Baum aber auch knoten-
markiert reprisentieren

AplusTree2 a = Node (Label a) [AplusTree2 al,

d.h. ein Baum mit Wurzelknoten @ wird durch das Wort w, wiederum ab-
strakt als (Label a), und die Liste seiner Unterbdume représentiert. Bei
Bi-Bdumen werden zwei Unterbaum-Listen benotigt:

BiTree2 a = Node (Label a) [BiTree2 a] [BiTree2 a].

Bei dem Vergleich dieser beiden Darstellungen stellt man fest, dafl die zweite
Variante sogar die méchtigere der beiden ist: Aus der Kenntnis der Mar-
kierungen zweier durch eine Kante verbundener Knoten l&t sich leicht die
Markierung der sie verbindenden Kante berechnen

U — = .L>.,

wogegen der umgekehrte Weg ohne Information iiber die Position der gege-
benen Kante im Baum nicht moglich ist. Allerdings ist die Darstellung mit

"Es wird die Syntax der lazy-funktionalen Programmiersprache Haskell [FHPW92] ver-
wendet.

8Durch die Symmetrie des Datentyps ist nicht festgelegt, welche der beiden Listen die
Suffix- und welche die Priifixkanten repriisentiert. Als Konvention sei die erste Liste stets
die der Nachfolger im Suffixbaum, die zweite die der Nachfolger im Préfixbaum.
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Knotenmarkierungen wiederum auch eingeschrénkter in dem Sinne, daf} sie
sich nicht fiir beliebige kantenmarkierte Baume anwenden 148t.

Nun soll der Speicherbedarf der beiden Repréisentationsformen miteinan-
der verglichen werden. Dabei wird wiederum davon ausgegangen, dafl je-
des (Label a) mit dem gleichen konstanten Platzbedarf gespeichert werden
kann.

Fiir AT-Biume ist der Unterschied zwischen beiden Darstellungen unerheb-
lich, da sie nahezu genauso viele Kanten wie Knoten enthalten.

Bei Bi-Bdumen verhilt es sich aber anders: Hier enden aufler an der Wurzel
an jedem Knoten entweder eine oder zwei Kanten. Speziell im Affixbaum
tritt stets der Maximalfall ein, so dafl dieser anndhernd doppelt so viele
Kanten wie Knoten enthilt. Somit sind fiir Affixbdume Knotenmarkierungen
eindeutig vorzuziehen. Das bedeutet zwar nicht, dafl insgesamt nur die Hilfte
des Speicherplatzes der Variante mit Kantenmarkierungen benotigt wird, da
Kanten, wenn auch ohne Markierung, dennoch représentiert werden miissen.
In der spéter beschriebenen Implementierung in C [KR78] wird sich aber
dennoch eine beachtliche Einsparung von ca. 40% (128 statt 224 Byte pro
Knoten) ergeben.

3.3.2 Art der Knotenmarkierung

Eine Voraussetzung fiir die Diskussion des Speicherbedarfs im vorigen Ab-
schnitt war, dafl Kanten- wie Knotenmarkierungen vom Typ (Label a) mit
konstantem Aufwand gespeichert werden koénnen. Dies ist fiir Suffix- wie fiir
Affixbdume moglich, da fiir jeden Knoten w € nodes(T) w ein t-Wort ist
und somit die Markierung eines Knotens w durch ein Indexpaar (Label a)
= (l,r) reprisentiert werden kann, wenn ¢t = _w, _.

In [Ukk93] wird diese Notation noch erweitert, indem Kanten, die zu einem
Blatt des Suffixbaumes fiihren, als sog. offene Kanten reprisentiert werden,
d. h. die rechte Markierung, die in diesem Fall gleich |¢| ist, wird offen gelas-
sen, was durch das Zeichen oo symbolisiert wird: (I, |t|) = (I, 00).

Diese Konvention 148t sich auch auf Knotenmarkierungen im Affixbaum 7T°
{ibertragen: Ein Blatt @ im Suffixbaum in 7 wird als offenes Suffizblatt
durch das Indexpaar (I,+o00) reprisentiert, falls ¢ = __w,, ein Blatt w
im Prifixbaum in T als offenes Prdifizblatt durch das Paar (—oo,r), falls
t= w}t

Die bekannte Notation @ bzw. W wird bei offenen Knoten um drei Punk-

te erweitert zu w.... bzw. <_w. In Abb. 3.4 sind am Beispiel cat(aababa)
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cat(t) 8= = (0,0) t =z 0a,a,ba,ba, 0

T = (—o00,2)
b
T = (—o00,3) $e
a
Tasba’ = (—oo,4) § S (2, o)
b
TEabab = (o0, 5) fe a P )
a .
Taababa... = (—00, +00) &<

Abbildung 3.4: cat(aababa) mit Angabe der Knotenmarkierungen durch In-
dexpaare.

zusitzlich dazu die Knotenmarkierungen auch als Indexpaare angegeben.

3.4 Neuralgische Punkte im Affixbaum

3.4.1 Aktives Suffix und aktives Prafix

Bei der online-Konstruktion von Suffixbdumen [Ukk93] ist eine Lokation von
entscheidender Bedeutung: der aktive Punkt. Dieser wandert wihrend der
Konstruktion im Baum auf und ab, seine Rolle wird in [GK94a] folgender-
maflen beschrieben:

,If t is to be extended to the right by another letter, changes in
the suffix tree (if any) will start at this point.*

Es handelt sich hierbei um die Lokation des aktiven Suffixes von ¢ in cst(t):

Definition 3.3 (Aktives Suffix, aktives Prifix)

Das aktive Suffiz eines Textes ¢ ist das ldngste eingebettete Suffix von ¢ und
wird mit «(t) bezeichnet. Das aktive Prdfiz von t ist das ldngste eingebettete
Prifix von ¢ und wird mit a~'(¢) bezeichnet. O
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Eine einfache, aber hiufig benotigte Eigenschaft des aktiven Suffixes/Prifixes
wird durch folgendes Lemma ausgedriickt:

Lemma 3.4 (Aktives Suffix/aktives Prifix)

Wenn das aktive Suffix a(t) nicht linksverzweigend ist, ist es Prifix von t.
Wenn das aktive Prifix o !(¢) nicht rechtsverzweigend ist, ist es Suffix von

t. O
Beweis
Seit = __zu, u = «(t) und u nicht linksverzweigend in ¢. Da u aktives Suffix

__TU

von t ist, mufl u ein weiteres Mal in t = { } auftreten. Das Zeichen

links von w in der unteren Zeile kann aber weder ein z sein (weil dann zu
aktives Suffix von ¢ wére), noch kann es ein anderes Zeichen y # z sein (da
sonst u linksverzweigendes t-Wort wére). Also kann links von u nur ¢ stehen,

__xu

d.h. v ist Prafix von ¢t = { u } und wu tritt kein weiteres Mal in ¢ auf.

Analog 148t sich die dazu symmetrische Aussage fiir das aktive Prifix zeigen.
|

3.4.2 Aktives Suffix-/Préfixblatt

Neben dem aktiven Suffix/Prifix stellt sich fiir die Konstruktion von kom-
pakten Affixbdumen noch ein zweiter Punkt als sehr wichtig heraus: das
aktive Suffix- bzw. Prifixblatt?.

Bei der Betrachtung des kompakten Affixbaumes T' = cat(t) erkennt man
leicht, dafl der Pfad vom Knoten 7 aus entlang den Prifixkanten zur Wurzel
root(T') mit einer Reihe atomarer Suffixlinks beginnt, die nacheinander alle
Blatter des Suffixbaumes in 7" verbinden. Diese représentieren zunehmend
kiirzere nicht-eingebettete Suffixe von t.

Definition 3.5 (Aktives Suffix-/Prifixblatt)

Das Blatt im Suffixbaum in cat(t), das das kiirzeste nicht-eingebettete Suffix
von t reprisentiert, heiflt aktives Suffizblatt in cat(t). Analog dazu wird das
Blatt im Prifixbaum in cat(t), das das kiirzeste nicht-eingebettete Préfix von
t reprisentiert, als aktives Prafizblatt in cat(t) bezeichnet. O

Im Grunde ist dieses auch schon fiir die Konstruktion von Suffixbiumen relevant,
allerdings nur, wenn auch Suffixlinks der Blitter betrachtet werden, was in den iiblichen
Verfahren nicht der Fall ist.
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In cat(aababa) (Abb. 3.4) ist baba...” das aktive Suffixblatt und ~aa’ das
aktive Préafixblatt.

Bemerkungen zu Definition 3.5

1. Der Knoten, an dem der Suffixlink des aktiven Suffixblattes endet, re-
prisentiert das langste eingebettete Suffix s von ¢, fiir das ein expliziter
Knoten ¥ in cat(t) existiert.

—

2. Wenn das aktive Suffix «(t) durch einen expliziten Knoten «(t) in

cat(t) reprisentiert wird, ist s = «(¢) und der Suffixlink des aktiven
Suffixblattes atomar.

3. Das aktive Suffixblatt ist das einzige Blatt im Suffixbaum in cat(t),
das auch einen nicht-atomaren Suffixlink haben kann, ndmlich genau
dann, wenn das aktive Suffix a(t) nicht durch einen expliziten Knoten
reprisentiert wird.

Symmetrisch dazu lassen sich diese Beziehungen natiirlich auch fiir die Prafix-
sichtweise formulieren.

3.5 Konstruktion von kompakten Affixbdum-
en

In dieser Arbeit werden drei Vorschlige zur Konstruktion von kompakten
Affixbdumen gemacht. Zwei dieser Ideen werden in den Abschnitten 3.5.1
und 3.5.2 kurz vorgestellt, der dritte Ansatz wird in Kapitel 4 ausfiihrlich
behandelt und zu einem konkreten Algorithmus weiterentwickelt.

3.5.1 Konstruktion von kompakten Affixbidumen durch
Kantenkontraktion

Das hier beschriebene Verfahren wurde urspriinglich entwickelt, um nach kur-
zer Zeit eine Moglichkeit zur automatischen Erzeugung von Affixbdumen zu
haben, und dadurch Fehler und Zeitaufwand bei der manuellen Konstruktion
zu vermeiden. Aus diesem Grunde bot es sich an, eine funktionale Program-
miersprache zu verwenden, die zwar verhéltnisméaflig langsame Programme
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erzeugt, die zudem wesentlich mehr Speicher bendtigen als vergleichbare Pro-
gramie in einer imperativen Sprache, dafiir aber erheblich kiirzere Entwick-
lungszeiten ermdglicht!.

Der Algorithmus ist sehr einfach: Wie in Abschnitt 3.1 bemerkt, handelt
es sich bei dem kompakten Affixbaum eines Textes ¢ um die Normalform
aller Affixbdume von ¢ unter Kantenkontraktion. Wenn also ein beliebiger
Affixbaum von ¢, beispielweise aat(t), gegeben ist, kann durch Eliminieren
aller innerer Knoten, die weder im Suffix- noch im Préifixbaum verzweigen,
cat(t) erzeugt werden. Der atomare Affixbaum aat(t) bietet sich als Aus-
gangspunkt an, da dieser dieselben Knoten wie ast(t) hat, fiir den wiederum

bekannte Konstruktionsverfahren existieren'!.

Allerdings bendtigt dieses Verfahren im worst case quadratischen Zeit- und
Platzbedarf, da die Zwischenstruktur des atomaren Affixbaumes vollstdndig
erzeugt werden muf}. Die Anforderungen an ein prototypisches Verfahren zur
Uberpriifung des eigentlichen Systems sind aber voll erfiillt.

3.5.2 Konstruktion von kompakten Affixbidumen durch
reverse Vereinigung von Suffix- und reversem Pri-
fixbaum

Bei der zweiten Moglichkeit zur Konstruktion kompakter Affixbdume handelt
es sich um eine unmittelbare Umsetzung von Definition 3.1: Zun&chst werden
S = cst(t) und P = cst(t™!) konstruiert. In einem zweiten Schritt werden
aus diesen durch gegenseitige Erweiterung die Baume Sp und Ps erzeugt.
SchlieBllich erhélt man cat(t), indem die Kanten eines der beiden Baume an
den entsprechenden Stellen im anderen Baum eingefiigt werden.

Wiihrend der erste Schritt bekanntermaflien O(n) Zeit benétigt, scheint sich
die Frage nicht so einfach beantworten zu lassen, ob und wie auch die bei-
den anderen Schritte in linearer Zeit durchfiihrbar sind. Ob sich aus diesem
Ansatz also ein Verfahren entwickeln 148t, mit dem cat(t) in O(n) Zeit kon-
struierbar ist, kann an dieser Stelle nicht beantwortet werden.

10Tatsichlich wurde eine Haskell-Implementierung der hier beschriebenen Idee an ei-
nem Nachmittag erstellt, wogegen die Entwicklung des im néchsten Kapitel beschriebenen
Verfahrens mit Implementierung in C etwa zwei Monate in Anspruch nahm.

1S, beispielsweise [GK94b].
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3.6 Anwendungen von Affixbidumen

In [Apo85] werden zahlreiche Anwendungen fiir Suffixbiume'? beschrieben.
Da Affixbdume die Suffixbaum-Struktur vollstindig einschlieflen, sind die-

se Verfahren auch mit Affixbdumen als zugrundeliegender Datenstruktur
durchfiihrbar.

Will man aber zeigen, daB8 bei der Ubertragung dieser Anwendungen die
Zeitkomplexitéit erhalten bleibt, so ist Vorsicht geboten. Denn wie in Ab-
schnitt 3.1 gezeigt, ist der Suffixbaum im kompakten Affixbaum kein kom-
pakter Suffixbaum, und nicht alle Suffixlinks innerer Knoten sind atomar.
Dies kann dazu fiithren, daf§ man, selbst wenn man die gleichen Wege wie
im kompakten Suffixbaum geht, mehr Schritte durchfiihren mufl. In Kapi-
tel 5 wird ein solcher Fall ausfiihrlich diskutiert, hier aber kann die folgende
Bemerkung gemacht werden:

Falls man sich lediglich von der Wurzel in einen Affixbaum hineinbewegt,
fithrt dies zu keiner Erh6hung des Aufwandes gegeniiber dem entsprechenden
Weg im Suffixbaum, da die Linge des Weges von der Wurzel zum Knoten o
sowohl im Suffix- wie im Affixbaum von der Ordnung |w| ist.

Diese Aussage entschiirft die oben dargelegte Problematik, da viele der in
[Apo85] geschilderten Anwendungen lediglich den oben beschriebenen Weg
zuriicklegen. Darunter fallen!?:

e Feststellen, ob w im Text ¢ vorkommt in O(|w|)
e Ermitteln des ersten/letzten Auftretens von w in ¢ in O(|w|)

e Ermitteln des Gewichts eines Wortes w in einem gewichteten Vokabular
in O(|w])

e Ermitteln aller repeats eines Textes in O(output).

12 Apostolico betrachtet genaugenommen Subwort-Biume eines Textes ¢t € A*, Suf-
fixbdume des um ein nicht in A vorkommendes Zeichen $ erweiterten Textes.

13Die Komplexititsangaben beziehen sich ausschlieBlich auf die genannten Anwendun-
gen, ohne den Aufwand fiir das Erzeugen des Affixbaumes zu bertiicksichtigen. Dariiber
hinaus werden (wie auch in [Apo85]) die an jeder Verzweigung im Baum anfallenden Ko-
sten fiir das Finden der Kante zum gewiinschten Nachfolgeknoten vernachliissigt, da die
Kosten hierfiir sehr stark von der Alphabetgréfie, dem Verzweigungsgrad des Baumes (al-
so der Beschaffenheit des Textes) und der jeweiligen Implementierung abhéngen. Fiir ein
bekanntes Alphabet ist aber zu erwarten, dafl mit geeigneten Techniken (Kantenliste als
Array, Hashing) nahezu ein konstanter Aufwand erreichbar ist.
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Uber diese unmittelbar von Suffixbiumen iibernommenen Anwendungen hin-
aus kann die symmetrische Struktur der Affixbdume aber auch fiir flexiblere
Verfahren genutzt werden. Hier sei nur auf das im Rahmen dieser Arbeit
entworfene und in Kapitel 6 vorgestellte Programm bigrep verwiesen, das die
Suche nach Teilworten in einem Text erlaubt, der sich online sowohl nach
links als auch nach rechts erweitern 148t, was mit den bekannten, rein auf
Suffixbdumen basierenden Verfahren nicht moglich ist.
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Kapitel 4

Onlime-Konstruktion von
kompakten Affixbidumen

Das in diesem Kapitel ausfiihrlich vorgestellte Verfahren zur online-Konstruktion
von kompakten Affixbdumen ist dem Algorithmus von Ukkonen [Ukk93] zur
Konstruktion von kompakten Suffixbdumen (im folgenden mit ukk bezeich-
net) nachempfunden!. Ebenso wie dort der Suffixbaum wird hier der Af-
fixbaum eines Textes online konstruiert: Beginnend mit dem Affixbaum
des leeren Textes cat(e) wird der Text zeichenweise gelesen, und mit jedem
neuen Zeichen a wird der bestehende Affixbaum cat(t) zum Affixbaum des
verlingerten Textes cat(ta) aktualisiert?.

Wiéhrend wkk allerdings darauf beschrénkt ist, £ nach rechts zu erweitern,
wird es hier auch moglich sein, Zeichen vor den Text zu hidngen und diesen
damit nach links zu erweitern, aus cat(t) also cat(at) zu erzeugen. Damit
kann die Konstruktion an irgendeiner Stelle im Text beginnen, und Erweite-
rungen sind in beliebiger Reihenfolge in beide Richtungen moglich.

Hauptbestandteil der folgenden Untersuchungen ist jedoch der Schritt von
cat(t) zu cat(ta). Der umgekehrte Vorgang cat(t) — cat(at) lauft symme-
trisch hierzu ab, so dafl er nicht gesondert behandelt werden muf}, wenn
gewisse Nebenbedingungen beachtet werden.

Die Entwicklung des Algorithmus erfolgt in einer Art Top-Down-Verfahren:
Zuerst werden abstrakt Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta) herausge-

1Zum Vergleich eignet sich wegen der von dort {ibernommenen Notation aber besser
die Darstellung in [Kur95].

’In diesem und dem niichsten Kapitel bezeichnet t stets den bisher gelesenen Text,
fiir den der Afffixbaum schon konstruiert ist, a ist das neu hinzukommende Zeichen. Die
Lénge von ¢ sei n.
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stellt. Abschnitt 4.2 erortert dann die daraus resultierenden Konsequenzen
fiir ein Verfahren, das cat(t) in cat(ta) iiberfithrt. AnschlieBend werden die-
se Ergebnisse in Abschnitt 4.3 zu einem Algorithmus zusammengefafit. In
Abschnitt 4.4 folgen Erlduterungen zu Aspekten, die zusétzlich bei einem
bidirektionalen Einsatz des Verfahrens beriicksichtigt werden miissen.

4.1 Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta)

In diesem Abschnitt sollen zunéchst statisch (d. h. ohne operationale Motive)
die Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta) analysiert werden.

Es wird erortert, wie sich aktives Suffix und Préfix verdndern, welche Knoten
hinzukommen und welche wegfallen. Die Verdnderungen der Kanten und
aktiven Blitter lassen sich daraus leicht ableiten, so daf} nicht gesondert auf
sie eingegangen werden muf3.

Da einige der hier aufgefiithrten Aussagen genauso auch auf kompakte Suf-
fixbdume zutreffen, kénnen diese von wkk iibernommen werden. Viele Ei-
genschaften sind aber neu, so dafl auf deren Beweise nicht verzichtet werden
kann.

4.1.1 Verdnderungen von aktivem Suffix/Prifix

Betrachten wir zunéchst das aktive Suffix a(ta), verglichen mit «(t). Wie
in [GK94b] ausfiihrlich erldutert, ist «(ta) ein Suffix von «(t)a. Das aktive
Suffix kann sich also um maximal ein Zeichen verldngern. Dagegen kann es
aber um mehrere Zeichen verkiirzt werden, maximal um seine gesamte Léinge,
falls das hinzukommende Zeichen a noch gar nicht in ¢ auftritt.

Was fiir Verdnderungen sind nun fiir das aktive Prifix moglich, wie kann also
a~!(ta) verglichen mit v = o~ (¢) aussehen?

1. Es ist offensichtlich nicht mdéglich, daf§ sich das aktive Prifix verkiirzt,
da v auch eingebettetes Préfix von ta ist.

2. Das aktive Préafix kann unverindert bleiben, wie das Beispiel t =
aababa, a = b zeigt: aababa — aababab (das aktive Priifix ist jeweils
unterstrichen).

3. Das aktive Prifix kann sich aber auch verlingern, wie man am Beispiel
aababa — aababaa erkennt. Allerdings kann diese Verldngerung nur
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maximal ein Zeichen betragen, wie im nachfolgenden Satz 4.1 gezeigt
wird.

Satz 4.1 (Verlingern des aktiven Priifixes®)

Sei v = a~!(¢). Dann verlingert sich das aktive Prifix beim Ubergang t — ta
um das Zeichen a genau dann, wenn auf v (als Prifix in ¢) ein a folgt, und
wenn v gleichzeitig Suffix von ¢ ist:

a l(ta) =va <= t:{ﬁj}.

Sonst bleibt das aktive Prafix unverandert. O

Beweis

“=" 2 Voraussetzungen: (i) v ist aktives Préfix von t.
(ii) va ist aktives Préfix von ta = va__a.

Zu zeigen: t = { va_v }

1. t = va__ folgt unmittelbar aus (ii).

2. (i) = v ist lingstes eingebettetes Prifix von ¢; va tritt also nicht ein-

gebettet in ¢ auf;
(ii) = va ist ldngstes eingebettetes Préfix von ta; va tritt also noch

einmal in ta auf, nicht als Prafix. Dieses Auftreten kann nur als
Suffix von ta sein, da dies die einzige Stelle ist, an der sich ¢t und

ta unterscheiden: ta = __.va
=>t=__u

“<=" 2 Voraussetzungen: (i) v ist aktives Prifix von t.

(ii)t:{ﬁj}.

Zu zeigen: va ist aktives Préfix von ta.

(i) = ta = {ﬁ—vg}

= va tritt eingebettet in ta auf, ist also aktives Préfix, wenn es kein
langeres Prifix gibt, das ebenfalls eingebettet in ta auftritt.
Wenn aber ein lingeres Prifix vaz, z € A" eingebettet in ta wire,
dann wire va eingebettet in ¢, was im Widerspruch zu (i) steht.

3Fiir Eingeweihte handelt es sich hierbei um das ,,Biertheorem®, einen der ersten Schrit-
te auf dem Weg zu dieser Arbeit.
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In allen anderen Féllen, in denen ¢ nicht von der Form ¢ = { va_v} ist,

bleibt das aktive Prifix unveréndert, da

1. es sich nach obiger Bemerkung 1 nicht verkiirzen kann,

2. eine Verldngerung um genau ein anderes Zeichen b # a ausgeschlossen
ist:

ta:{vb—a} = entweder t:{vb—v}éa:b

_.vb__

oder t= { vbﬁ } = o (t) = vb_

3. und eine Verldngerung um mehr als ein Zeichen ebenfalls nicht méglich
ist: Angenomen o (ta) = vzb,z € AT, be A

= tq = { vzgga } =t = { UZSZ— } = a M (t) = vz,

was im Widerspruch zur Voraussetzung a~'(t) = v steht.
d

Aus diesem Satz lassen sich weitere wichtige Eigenschaften der aktiven Punkte-
ableiten. Der erste der drei folgenden Sétze beschreibt einen verbliiffenden
Zusammenhang des aktiven Prifixes mit dem aktiven Suffix:

Satz 4.2 (Zusammenhang von aktivem Préfix und aktivem Suffix)

Falls sich das aktive Prifix beim Ubergang t — ta verlingert, ist das neue
aktive Prifix gleich dem neuen aktiven Suffix:

a~l(ta) =a Ht)a = a '(ta) = a(ta).

Beweis

Sei v = a~'(t). Dann ist

—_.va

a_l(ta):va Satz ¢-1 t:{va_v} = ta:{va’_a}.

1. Das Suffix va von ta tritt eingebettet in ta auf, «(ta) hat also va als
Suffix.
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2. «(ta) kann nicht linger sein als va , da sonst a(ta) = zva, z € A"

va—a va—
= ta=4q —zva_a p} = t=4 _zva_ ;,
—_.zva 2V

was im Widerspruch zu der Annahme steht, daf v (und nicht va) ak-
tives Préfix von t ist.

|

Wie das Beispiel ta = aaba zeigt, gilt die Umkehrung von Satz 4.2 aber
nicht, da hier zwar das neue aktive Suffix gleich dem neuen aktiven Préfix
ist (a(ta) = a~'(ta) = a), das aktive Priifix sich beim Ubergang t — ta aber
nicht verlingert hat (o (ta) = a7 1(t) = a).

Nun folgen noch zwei Sétze, die den Zusammenhang der aktiven Punkte mit
Verdnderungen der im Affixbaum représentierten Worte beschreiben:

Satz 4.3 (Linksverzweigendes aktives Suffix)

Wenn das neue aktive Suffix u = «(ta) nicht durch einen expliziten Knoten
in cat(t) reprisentiert ist, ist es linksverzweigendes ta-Wort:

U & nodes(cat(t)) = ta= {__:Eu } T F Y.

Beweis
Sei u = a(ta), W ¢ nodes(cat(t)).

Angenommen, u wire dann nicht linksverzweigend in ta

Lemma 3.4 _.u . . .
ta = { } und kein weiteres u in ta

= t = u— und kein weiteres u in t,
u wire also nicht-eingebettetes Prifix von ¢ und somit in cat(t) als Préfix-

blatt repriisentiert. Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung w ¢
nodes(cat(t)), womit die Behauptung bewiesen ist. O

Satz 4.4 (Einbetten eines Préfixes)
Jedes nicht-eingebettete Préfix w von ¢ ist auch nicht-eingebettetes Prifix
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von ta, aufler wenn w das verlingerte aktive Prifix w = a 1(ta) = o 1(t)a
ist. a

Beweis

Sei w nicht-eingebettetes Préfix von ¢: ¢t = w__ und w tritt kein weiteres
Mal in t auf = ta = w__a. Dann gilt:

1. w ist Prafix auch von ta.

2. Die einzige Moglichkeit, dafl w eingebettet in ta ist, besteht darin, daf
w als Suffix von ta auftritt:

ta = { w_s } = w = va fiir irgendein v € A*
S
—_va
= t = { v— } und w = va tritt kein weiteres Mal in ¢ auf (s.o0.)
= a ' (t) =,

w ist also eingebettetes Préfix von ta, falls es von der Form w = wa ist,
v=oa"'(t) und t = { v— }

U

Nach Satz 4.1 ist dies genau dann der Fall, wenn sich das aktive Préfix
verlangert:
w=va=a '(t)a=a '(ta).

4.1.2 Veranderungen der Knotenmenge

Zur Beschreibung der im Schritt ¢ — ta hinzukommenden Knoten im kom-
pakten Suffixbaum wird in [GK94b| folgender Terminus eingefiihrt:

Definition 4.5 (Relevantes Suffix)

Ein Suffix sa von ta heifit relevant, gdw. s eingebettetes Suffix von ¢ und sa
nicht-eingebettetes Suffix von ta ist. O
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Damit kann angegeben werden, welche Verdnderungen sich fiir die Wortklas-
sen I. — IV. ergeben, die nach Abschnitt 3.1 von den Knoten im kompakten
Affixbaum reprisentiert werden®:

[. Sei w rechtsverzweigendes ¢-Wort.

a) Dann ist w ebenfalls rechtsverzweigendes ta-Wort.

b) Zusitzlich ist s neues rechtsverzweigendes ta-Wort, falls sa rele-
vantes Suffix von ta ist und s noch kein rechtsverzweigendes ¢-Wort
war.

II. Sei w nicht-eingebettetes Suffix von ¢.

a) Dann ist (statt w) wa nicht-eingebettetes Suffix von ta.
b) Zusitzlich sind alle relevanten Suffixe sa von ta neue nicht-eingebettete
Suffixe von ta.

III. Sei w linksverzweigendes t-Wort.

a) Dann ist w ebenfalls linksverzweigendes ta-Wort.

b) Zusitzlich ist das neue aktive Suffix u = «(ta) linksverzweigendes
ta-Wort, falls @ nicht expliziter Knoten in cat(t) war (Satz 4.3).

IV. Sei w nicht-eingebettetes Prifix von ¢.

a) Dann ist w nicht-eingebettetes Priifix auch von ta, aufer wenn w
das verléngerte aktive Prifix ist (Satz 4.4).

b) Zusétzlich ist ta neues nicht-eingebettetes Prifix von ta.

Im Gegensatz zur online-Konstruktion von kompakten Suffixbdumen ist es
(wg. IV.a) hier also auch moglich, da§ cat(t) Knoten enthélt, die in cat(ta)
nicht mehr vorkommen. Ein Beispiel hierfiir ist ¢ = aababa, a = a: Der
Knoten —aa’ von cat(t) tritt nicht mehr in cat(ta) auf, da das Prifix aa in

ta eingebettet ist, was in ¢ noch nicht der Fall war.

“Die unter I. und II. beschriebenen Verinderungen im Suffixbaum werden in einer
ghnlichen Terminologie ausfiihrlich in [GK94b] begriindet. Bei denjenigen Aussagen der
Punkte III. und IV., die nicht offensichtlich sind, ist ein Verweis auf den entsprechenden
Satz des vorigen Abschnittes angegeben.
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4.2 Operationale Konsequenzen

Nun sollen diese Verdnderungen in eine sinnvolle Reihenfolge gebracht wer-
den, so daf sich ein Algorithmus ergibt, der aus der Knotenmenge von cat(t)
die Knoten von cat(ta) erzeugt.

Dabei ist folgendes zu beachten:

e Das Verldngern der nicht-eingebetteten Suffixe (II.a) muf} nicht explizit

Zusammenfassend l&8t sich damit folgender Algorithmus formulieren

durchgefiihrt werden, wenn die Bléatter ,,offen* markiert sind.

Mit diesem ,automatischen Verlingern“ wird auf jeden Fall auch der
Knoten fa erzeugt, womit sich (IV.b) ebenfalls eriibrigt.

Allerdings geht dabei das (zumindest vorher) nicht-eingebettete Préfix
t als expliziter Knoten verloren, so daf T wieder eingefiigt werden
muf}, falls ¢ nicht-eingebettetes Prifix auch von ta ist. Dies ist immer
genau dann der Fall, wenn nicht ta = a™*!.

Da zur Umsetzung von (IV.a) aber ohnehin immer dann der Knoten
va’ geloscht werden mufl, wenn sich das aktive Prifix v = a~'(t) zu
va = a~'(ta) verlingert (also auch im Fall ta = a™*'), kann dieser
Schritt auch aufgespalten werden: Zunichst wird stets der Knoten 7
eingefiigt, und spéter wird der Knoten va’, in diesem Fall also ?,
wieder geltscht.

5.

Algorithmus 4.6 (cat(t) — cat(ta))

1.

Verldngere den Text (und damit implizit jedes Blatt im Suffixbaum),
und fiige dann den Knoten 7 ein (ILa, IV.b).

Fiige fiir jedes relevante Suffix sa von ta einen inneren Knoten 5 ein,
sofern dieser nicht schon existiert (I.b), und ein Suffixbaum-Blatt 5@
(ILb).

—
Fiige den Knoten «(ta) ein, sofern er nicht schon existiert (IIL.b).

Falls sich das aktive Prifix verlingert, 16sche den Knoten «(ta) =
a '(ta) (IV.a in Verbindung mit Satz 4.2).

_ °Die Punkte (La) und (IIL.a) brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, da sie keine
Anderung der Knotenmenge beschreiben.
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aaba p<

aaba p<

~..aabab

...aabab

...aababa...

(- aabab’, a) e aababa’ §< e

ababaa...

ababaa...

aababaa... 4= ...aababaa...” ¢

Abbildung 4.1: Verlidngern des Textes (17, — T15) und Einfiigen des Knotens
T (T}, — T}.) am Beispiel ¢t = aababa, a = a.

Im folgenden sollen nun die einzelnen Schritte ausfiihrlich dargestellt werden.
Hierbei werden nicht alle Einzelheiten formal ausdifferenziert, sondern es wird

eher eine globale Darstellung verfolgt, die moglichst grofle Anschaulichkeit
zum Ziel hat.

Es wird erdrtert, wie die betreffenden Stellen im Baum gefunden werden und
welche Verdnderungen fiir die Kanten des Baumes daraus resultieren. Zu
Knotenmarkierungen ist keine Erlduterung notwendig, da die Berechnung der

Markierung (,7) eines einzufiigenden Knotens u stets problemlos méglich
ist.

Zu den einzelnen Modifikationen des Baumes werden Funktionen definiert,
mit Hilfe derer abschliefend in Abschnitt 4.3 die online-Konstruktion noch
einmal zusammenfassend formuliert wird.

4.2.1 \_ffrléingern des Textes und Einfiigen des Knotens
t

Der erste Schritt des Algorithmus 4.6 setzt sich aus zwei Teilen zusammen,
die anschliefflend ausfiihrlich betrachtet werden sollen: Dem Verldngern des
Textes t zu ta und dem nachfolgenden Einfiigen des Knotens 7. Veran-
schaulicht werden diese Vorgéinge am Beispiel ¢ = aababa, a = a in Abb. 4.1.

43



Verlidngern des Textes

Ahnlich wie im Verfahren ukk bewirkt auch hier das automatische Verlingern
aller Blatter im Suffixbaum, dafl die Struktur des Affixbaumes, wie dort die
des Suffixbaumes, zerstort wird. Wihrend bei ukk aber noch ein AT-Baum
bestehen bleibt, handelt es sich bei der Datenstruktur, die aus cat(t) durch
Verlédngern der Blitter im Suffixbaum entsteht, nicht einmal mehr um einen
Bi-Baum. Deutlich wird dies an dem aktiven Suffixblatt, das im Suffixbaum
verldngert wird, ohne daf} sich seine Position im Préfixbaum &ndert.

Ein Bi-Baum aber bleibt bestehen, wenn gleichzeitig mit der Verlingerung
des Textes alle Suffixbldtter aus dem Prifixbaum entfernt werden. Dies ist
durch Loschen des Suffixlinks des aktiven Suffixblattes erreichbar. Wenn man
nun die Prifixkanten ignoriert, die die einzelnen Suffixbaum-Blitter mitein-
ander verbinden, erkennt man wieder einen Bi-Baum, der mit 77, bezeichnet
wird. Dieser ist in Abb. 4.1 in der Mitte dargestellt, wobei das auf diese
Weise aus dem Prifixbaum entfernte aktive Suffixblatt babaa...” mit einem
zusitzlichen Kreis @ gekennzeichnet ist.

Erst in Schritt 3 des Algorithmus 4.6, wenn nach dem Einfiigen des Knotens
a(ta) das neue aktive Suffix durch einen expliziten Knoten représentiert ist,
werden die Suffixbaum-Blétter auch wieder in den Préfixbaum aufgenommen,
indem eine atomare Prifixkante von «(ta) zu dem dann aktiven Suffixblatt
eingefiigt wird.

Einfiigen des Knotens T

%
Generell mufl man, um einen Knoten @ = w™!, in einen Bi-Baum 7" ein-
zufiigen, zunichst feststellen, ob w bereits S- und w ! bereits P-Wort in T
ist. Falls dies ndmlich der Fall ist, existiert w schon als impliziter Knoten in
T. Um diesen explizit zu machen, mufl dann die Kante, ,innerhalb“ derer w
liegt, aufgespalten werden.

Fiir den Fall, da$ w sowohl S- als auch w=' P-Wort in T ist, wird die
Funktion insert_iNode definiert. Diese spaltet die Kante, ,,innerhalb® derer
der implizite Knoten
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sLoc liegt, und die am

Knoten pChild endende T T’
Prifixkante auf und fiigt * »

dort den neuen Knoten

E\ _ wfl ein. sszflocT(u)) ép.zocT(w—l) —_— newNode = W = w

Dariiber hinaus soll in-
sert_tNode auch fiir den

Fall d‘eﬁniert‘ bjein’ dafl insert_iNode(T, sLoc, pChild) = (T', newNode)®
sLoc ein expliziter Kno-

$ pChild sChild $pChild

ten sLoc = (,e) ist. Dann soll sich allerdings nichts #ndern: 7" = T und
newNode = W; pChild wird ignoriert.

Falls w nicht S- oder w~" nicht P-Wort von T ist, muf} ein neues Blatt in dem
entsprechenden Teilbaum erzeugt werden. Dazu ist der Knoten zu ermitteln,
der das ldngste Prifix bzw. Suffix von w reprisentiert, da an diesem die
Kante beginnt, die zu dem neuen Knoten fiihrt.

Fiir den speziellen Fall des Knotens 7 im Schritt cat(t) — cat(ta) gilt:

e Im Suffixbaum in T}, ist der zuvor explizite Knoten T durch das au-
tomatische Verldngern zu ta” implizit gemacht worden. Die aufzuspal-
tende Position von t liegt ,innerhalb® der am Knoten o’ endenden
Suffixkante.

e Als P-Wort ist ¢ in T}, sogar iiberhaupt nicht mehr enthalten, da die
im Schritt cat(t) — T, geloschte Kante Teil des Prifixpfades zum
ehemaligen Knoten ¢ war. Der neue Knoten 7 muB also als neues
Préfixblatt eingefiigt werden. Da, wie bereits in 3.4.2 bemerkt, der
Knoten &, an dem die (inzwischen geldschte) Prifixkante zum aktiven
Suffixblatt begann, das lingste als Knoten reprisentierte eingebettete
Suffix s von ¢ repriisentiert und alle Knoten 7, die lingere (nicht-
eingebettete) Suffixe von ¢ repriisentieren, zu #a’ verlingert wurden,
beginnt die Préfixkante, die zu 7 fiihrt, am Knoten &, also genau an

der Stelle, wo zuvor die Kante zum aktiven Suffixblatt geloscht wurde.

Da es sich nicht um das Einfiigen eines in beiden Teilbdumen bereits implizit
vorhandenen Knotens handelt, kann nicht die Funktion insert_iNode verwen-
det werden. Stattdessen wird eine auf diesen Fall spezialisierte Funktion #n-
sert_node_t definiert, die den gesamten Vorgang in einem Schritt durchfiihrt,
sowohl das Verldngern des Textes mit Entfernen der Prifixkante zum aktiven

5Der Doppelpfeil ,,=“ in der Funktionsbeschreibung ist zu lesen als ,liefert als Ergeb-

“

nis-.
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Suffixblatt als auch das Einfiigen des Knotens 7 (korrekterweise _t>, da es
sich um ein Préfixblatt handelt):

e @F

s Jusl = wa

e

insert_node_t (T, asl) = (1", newNode)

Wegen der Représentation der Suffixblétter als offene Knoten mufl das neue
Zeichen a nicht als Parameter an insert_node_t iibergeben werden.

4.2.2 Einfiigen der relevanten Suffixe

Schritt 2 des Algorithmus 4.6 beschreibt eine Iteration iiber alle relevanten
Suffixe von ta und l#8t sich wie die Funktion update in ukk” realisieren: Be-
ginnend mit dem ldngsten relevanten Suffix ua (v = «(t)), wird in jedem
Schritt ein innerer Knoten 7, sofern dieser nicht schon existiert, und ein
Blatt #a...” in den Baum eingefiigt. Zwischen den Schritten wird u jeweils
um sein erstes Zeichen verkiirzt, was durch Folgen eines Suffixlinks und an-
schlieendes ,,Kanonisieren® realisiert wird. Das Ende erkennt man daran,
daBl entweder u leer ist, oder fiir ein (evtl. schon verkiirztes) u bereits eine
Fortsetzung a existiert. In diesem Fall ist das neue aktive Suffix a(ta) = ua.

Im Gegensatz zu wkk handelt es sich bei der hier zugrundeliegenden Da-
tenstruktur aber um einen Affixbaum, was bei niherer Betrachtung zu zwei
gravierenden Unterschieden fiihrt:

1. Nicht nur die inneren Knoten, sondern auch die neu einzufiigenden Suf-
fixbaum-Blatter miissen an der entsprechenden Position in den Préfix-
baum eingearbeitet werden (d.h. in der Suffixbaum-Sichtweise: Auch
Blétter benotigen Suffixlinks).

"Korrekterweise in der Form, wie sie in [GK94b] oder als ukkstep in [Kur95] beschrieben
ist, wihrend die Funktion update in [Ukk93] eine etwas andere Funktionalitit aufweist.
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2. Da Prifixkanten zu inneren Knoten eines kompakten Affixbaumes nicht-
atomar sein konnen, kann es passieren, dafl durch Folgen eines Suffix-
links das aktive Suffix um mehr als ein Zeichen verkiirzt wird.

Auf die Losung dieser beiden Problembereiche soll nun ausfiihrlich eingegan-
gen werden.

Einfiigen neuer innerer Knoten und Blatter

Wie bei ukk stellt die S-Lokation des aktiven Suffixes wéhrend der gesamten
Konstruktion eine Invariante dar, so da} die Position eines einzufiigenden
inneren Knotens % im Suffixbaum stets bekannt ist.

Die entsprechende P-Lokation 148t sich ebenfalls dhnlich wie bei ukk ermit-
teln: Ein neu einzufiigender Knoten % spaltet den Suffixlink des unmittelbar
zuvor eingefiigten Knotens 7’ auf®. Beim allerersten relevanten Suffix, al-
so beim Einfiigen des Knotens «(t), wo noch kein Knoten vorher eingefiigt
wurde, ist stattdessen der Suffixlink des Knotens -.¢ zu wihlen, da a(t) das
neue ldngste Suffix von ¢ ist, das durch einen expliziten Knoten in cat(ta)
reprasentiert wird.

Bei den Blattern verhilt es sich dhnlich: Die an einem einzufiigenden Blatt

ua... (dem neuen aktiven Suffixblatt) beginnende Prifixkante fiihrt immer zu

dem im vorherigen Schritt eingefiigten Blatt 7ua...” (dem bisherigen aktiven
Suffixblatt). Alle Blitter des Suffixbaumes bleiben so in der Reihenfolge ihrer
Lénge durch atomare Préfixkanten verbunden. Zu dem zuletzt eingefiigten
Blatt fiihrt zunéchst keine Prifixkante. Diese wird, wie oben angedeutet,

erst in Schritt 3 des Algorithmus eingearbeitet.

Wihrendzum Einfiigenderinneren Knotendiebereitsobenbeschriebene Funkti-

on insert_iNode verwendet
werden kann, werden die : T
Suffixbaum-Blétter  durch L'

die Funktion insert_sLeaf Father §%

eingebaut. Diese erhilt als “ ‘ —
Argumente den Baum T,

den Knoten sFather, an
dem die einzufiigende Suffix-
blatt-Kante beginnt, und

den Knoten asl, oberhalb insert_sLeaf (T, sFather, asl) = (T", asl')
dessen der neue Knoten in

@ asl

&

8Es ist auch moglich, daB ein Knoten &’ schon in cat(t) existierte. In diesem Fall

wurde er nicht eingefiigt, sondern ,iibersprungen*.
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den Prifixbaum eingefiigt werden soll. Das Ergebnis ist der verdnderte Baum
T" und das eingefiigte Suffixblatt asl’.

Der gesamte Prozef3 des Einfiigens eines relevanten Suffixes ua in den Baum 7T’
wird dann durch die Funktion insert_relevant_suffiz realisiert, wobei uLoc die
Lokation von u in T, pChild den Knoten 7 bzw. den zuletzt eingefiigten
oder ,iibersprungenen® inneren Knoten und asl das aktive Suffixblatt re-
prasentiert:

insert_relevant_suffiz (T, uLoc, pChild, asl)
= (T", new_iNode, new_sLeaf)
where (1", new_sLeaf) = insert_sLeaf (T", new_iNode, asl)
(T", new-iNode) = insert_iNode(T, uLoc, pChild).

Verkiirzen des aktiven Suffixes

Um das aktive Suffix zu verkiirzen, wird &hnlich wie in [Kur95] eine Funktion
linkloc definiert:

linklocy (s-locy(w)) = s-locy(w).

,Naiv® 1a8t sich diese Funktion realisieren, indem von der Wurzel aus der
Pfad entlang den Suffixkanten gem&fl dem Wort w verfolgt wird. Aus ana-
logen Uberlegungen am Suffixbaum ist aber bekannt, daf diese Losung zu
einem Verfahren mit quadratischem Aufwand fiihrt (man betrachte hierfiir
beispielsweise den Text t = a"~'$), womit das erklirte Ziel der online-
Konstruktion von cat(t) in linearer Zeit von vornherein ausgeschlossen wére.
In ukk werden deshalb Suffixlinks zum Erreichen der Lokation des verkiirzten
aktiven Suffixes in O(1) verwendet.

In Affixbdumen ist dies wegen der nicht-atomaren Suffixlinks aber nicht im-
mer auf direktem Wege moglich. Unter Umstédnden mufl ein ,,Umweg® in
Kauf genommen werden, fiir dessen Realisierung zwei Moglichkeiten vorge-
schlagen werden, veranschaulicht in Abb. 4.2 am Beispiel To, — T3, (t =
aababa, u = aba, a = a; s. auch Abb. 4.3), wo der nicht-atomare Suffixlink

aba < & den (impliziten) Knoten ba’ ,verpafit®:

a) Man geht vom aktiven Punkt aus zunéchst so weit im Suffixbaum ,nach
oben“, bis man einen Knoten mit atomarem Suffixlink erreicht:

aba' ,¢) «— (ab,a) «— (@, ba).
(aba’,¢) = (ab’,a) < (T, ba)
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ababaa...

Abbildung 4.2: Die beiden Moglichkeiten, das aktive Suffix zu verkiirzen, am
Beispiel Ty, — Ty, (t = aababa, u = aba, a = a; s. Abb. 4.3).

Dann folgt man dem Suffixlink

wodurch das Verkiirzen des aktiven Suffixes realisiert wird. Anschlie-
end kanonisiert man wie bei ukk (im Beispiel in Abb. 4.2 ist das nicht
notig, da (2, ba) schon kanonisches Referenzpaar ist).

Dieser Weg terminiert spétestens an der Wurzel, wo das Referenzpaar
dann im allgemeinen Fall (2, cu) lautet. Dort kann das aktive Suf-
fix einfach durch Abstreichen des ersten Zeichens zu (2, u) verkiirzt
werden.

Der zweite Vorschlag beschreibt ein dhnliches Vorgehen, aber unten
herum*: Man folgt den Suffixbaum-Kanten (nicht aber der zuletzt ein-
gefiigten Kante zum aktiven Suffixblatt) so weit ,nach unten“, bis man
einen Knoten mit atomarem Suffixlink erreicht’

baa

(aba’,e) — (ababaa...”, —baa),

Die Notation ,,—u*“ bezeichnet einen negativen offset: (¥, —u) ist S-Referenzpaar von
w, falls ¥ Knoten in T und v = wu ist.
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folgt diesem
(ababaa...’, —baa) < (babaa...’, —baa)

und , kanonisiert” wieder entsprechend weit ,,aufwirts“:

babaa

(babaa...”, —baa) &= (Z,ba).

Ein einfacher Umstand erklédrt dabei, warum das Folgen des Weges
,hach unten® stets eindeutig ist: Keiner der Knoten mit nicht-atomarem
Suffixlink verzweigt im Suffixbaum (s. Bemerkung 3 zu Definition 3.1).

Dieser Weg terminiert sicher, da spétestens ein atomarer Suffixlink exi-
stiert, wenn ein Blatt im Suffixbaum erreicht ist. Daf es sich dabei um
das aktive Suffixblatt handelt (dessen Suffixlink ja geloscht wurde), ist
oben explizit ausgeschlossen worden.

Das Einfiigen aller relevanten Suffixe von ta beschreibt die Funktion ukkstep!®:

ukkstep (T, a, actS, pChild, asl)
(T, downy(actS,a), asl), if occurs(actS, a)
=< (T, actS, asl'), else if actS = (root(T),¢)
ukkstep(T", a, linklocr: (actS), pChild', asl'),  otherwise
where (7", pChild', asl') = insert_relevant_suffiz (T, actS, pChild, asl).

Darin bezeichnet actS die jeweils aktuelle Lokation des aktiven Suffixes,
occurs(actS, a) das in [Kur95] beschriebene Priadikat zur Uberpriifung des
Nachfolgers a an der Lokation actS und downy(s-locy(w),a) = s-locy(wa).

Zusammenfassend 148t sich damit formulieren:

ukkstep (11, a, actSy, node_t, asly) = (T3, actSs, asly),

wobei T}, actS; und asl; den Bi-Baum, die Lokation des aktiven Suffixes und
das aktive Suffixblatt nach Schritt ¢« des Algorithmus 4.6 bezeichnen und
node_t der in Schritt 1 eingefiigte Knoten 7 st

In Abb. 4.3 sind die zwei Iterationen fiir das Beispiel ¢ = aababa, a = a
abgebildet.

10Zur Erlduterung s. auch [Kur95].
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...aaba’

...aabab

...aababa’

—
...aababaa...

Abbildung 4.3: Einfiigen der relevanten Suffixe am Beispiel ¢ = aababa, a =
a.

4.2.3 Explizitmachen des aktiven Suffixes

Beim Explizitmachen des aktiven Suffixes treten dhnliche Schwierigkeiten
auf, wie sie oben beim Verkiirzen des aktiven Suffixes zur Realisierung von
linkloc beschrieben wurden. Als hilfreich wird sich die folgende Aussage
erweisen, die eine Eigenschaft des Baumes T5 beschreibt:

Satz 4.7 (Aktives Suffix nach Schritt 2)

Falls in 75 das neue aktive Suffix ua = «(ta) nicht durch einen expliziten
Knoten repriisentiert wird, ist es von der Form s-locy, (a(ta)) = (7, a). O

Beweis

Sei ua = «(ta) nach Schritt 2 des Algorithmus 4.6 nicht explizit. Es ist zu
zeigen, dal dann s-locy,(a(ta)) = (U, a), was sicher der Fall ist, wenn o
expliziter Knoten ist.

Es gibt zwei Moglichkeiten fiir den Ablauf von Schritt 2:

a) Vor dem Auftreten der a-Fortsetzung an u wurde das aktive Suffix
bereits um ein oder mehrere Zeichen verkiirzt. Dann muf3 es vorher

U } gegeben

eine andere Fortsetzung b # a von a(t) = _uint = { “ub

haben, u ist also rechtsverzweigendes ta-Wort.

b) ta hatte keine relevanten Suffixe, das aktive Suffix hat sich unmittelbar
verlingert: a(ta) = a(t)a = ua. In diesem Fall war @ aber expliziter
Knoten schon in cat(t), wie der folgende Widerspruchsbeweis zeigt:
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p-loc, (baba) = (‘6a, ba)

~..aaba’ = ‘abaa... 9%g.

bl:

aabab = ‘babaa...$<

a.""  ababaa.. = '...bababa

Abbildung 4.4: Die beiden Moglichkeiten, die korrespondierende Lokation
des aktiven Suffixes im Préfixbaum zu finden, am Beispiel ¢ = aababa, u =
aba, a = b.

Angenommen 7 = «(t)" wire nicht expliziter Knoten in cat(t) gewe-
sen, dann muf} er in Schritt 4 des vorherigen Konstruktionsschrittes
geldscht worden sein, weil sich dort das aktive Prifix verldngert hat.

Nach Satz 4.1 in Verbindung mit Satz 4.2 wire dann ¢ = {ua_u}

und ua tritt kein weiteres Mal in ¢t auf.
Dies bedeutet wiederum, dafl ua nicht-eingebettetes Prifix von ¢ ist, al-
so durch einen expliziten Knoten @@’ in cat(t) repriisentiert war. Diese

Aussage steht im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

|

Es liegt also folgende Situation vor, wenn zu Beginn von Schritt 3 das ak-
tive Suffix nicht explizit ist: Der implizite Knoten s-locr,(a(ta)) = (W, a)
soll explizit gemacht werden. Dafiir muf} die korrespondierende Lokation im
Prifixbaum p-locy, (au™!) ermittelt werden, was durch die Funktion find_pLoc
realisiert wird:

find_pLocy(s-locr(w)) = p-locy(w ™).
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Zum Auffinden der gesuchten P-Lokation gibt es dhnlich wie im vorigen
Abschnitt wiederum zwei Wege, die sich anhand von Abb. 4.4 (¢t = aababa,
u = aba, a = b) folgendermafien beschreiben lassen'!:

a)

Man wandert vom aktiven Punkt aus solange im Préfixbaum ,aufwirts®,
bis man einen Knoten erreicht, an dem eine atomare a-Suffixkante be-
ginnt:

Dann folgt man dieser Kante
(&, pa) > (‘pa, ba)

und , kanonisiert” wieder entsprechend weit ,abwérts® (im Beipiel ist
dies nicht notig: (E, ba) ist kanonisches P-Referenzpaar).

Wiederum terminiert der Weg ,nach oben® spitestens an der Wurzel
des Baumes, wo ein ,manuelles* Verlingern von (£, u™") zu (¢, au™!)
moglich ist.

Der zweite Vorschlag beschreibt ein dhnliches Vorgehen ,nach unten*
im Baum: Man folgt so lange den Prifixkanten ,abwirts“!2, bis man
einen Knoten erreicht, an dem eine atomare a-Suffixkante beginnt (spéte-
stens an einem Prifixblatt ist das immer der Fall)

folgt dieser Kante

(‘abaa..., —a) —» (‘babaa..., —a)

und , kanonisiert“ wieder entsprechend weit im Préafixbaum ,aufwérts“:

(‘pabaa..., —a) +* (‘ba, ba).

Die ,naive* Losung, stets von der Wurzel aus in den Baum hinein zu laufen, ist
auch hier im worst case von quadratischem Aufwand (Bsp.: ¢t = a(ab)?, Abb. 5.1). Dies
veranlaf3te schon Weiner, der bei der Entwicklung seines ,, Klassikers“ unter den Verfahren
zur Konstruktion von Suffixbdumen in linearer Zeit [Wei73] auf ein dhnliches Problem
stief, zu einem Umweg ,innerhalb des Baumes®, der dem hier unter a) beschriebenen Weg
,oben herum*® sehr dhnlich ist.

12Welcher Prifixkante man an Verzweigungen auf dem Weg ,nach unten® folgen musf,
erkennt man an dem jeweiligen Nachfolgeknoten entlang der a-Suffixkante. Dieser ver-
zweigt nicht im Prifixbaum (da er ja sonst einen atomaren Prifixlink hitte), und die bei
ihm beginnende Prifixkante beginnt mit demselben Zeichen wie die zu verfolgende Kante,
da sie zu einem Knoten fiihrt, der ,,unterhalb“ der Ziel-Lokation p-locy, (au™") liegt.
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Da nach diesem Schritt der Kno-
ten a(ta) in jedem Fall explizit
vorliegt, konnen nun, wie oben
schon mehrfach angedeutet, die o
Suffixblitter durch eine Priifix- : g * 4}
kante, die «(ta) mit dem aktiven ® oot D aet

pFather : e — pFather ¢...

Ve Ve

Suffixblatt asl verbindet, wieder

in den Baum aufgenommen wer- insert_pEdge(T, pFather, asl) = T
den. Dazu dient die Funktion in-

sert_pEdge.

Den gesamten Schritt 3 des Algorithmus 4.6 fiihrt die Funktion insert_asl
durch:
insert_asl(T, actS, asl) = (insert_-pEdge(T", actSnode, asl), actSnode)
where (77, actSnode) = insert_iNode(T, actS, pChild)
(o, _,—, pChild) = find_pLocy(actS).

Man beachte, dafl find_pLoc nur berechnet werden muf}, wenn actS impliziter
Knoten ist, da insert_iNode nur dann sein Argument pChild auswertet.

4.2.4 Verlidngern des aktiven Prifixes

Zunichst gibt das folgende Lemma, das aus einer Kombination der Aussagen
von Satz 4.2 und Satz 4.4 folgt, eine einfache Mdoglichkeit, die Bedingung
,Falls sich das aktive Préfix verldngert® effizient zu iiberpriifen:

Lemma 4.8 (Verldingern des aktiven Préfixes)

Wenn das neue aktive Suffix a(ta) in cat(t) durch ein Préfixblatt reprisentiert
wird, verldngert sich im Schritt ¢ — ta das aktive Préfix. O

Das Loschen des Knotens «a(ta)
selber bereitet dann keine Schwie-
rigkeiten mehr: Es miissen le-
diglich die nach oben und unten

fiihrenden Suffix- und Prifixkan- e (w)

ten miteinander verkniipft wer-
den, was durch die Funktion de- * :
lete_tNode realisiert wird. delete_iNode (T, @») = (T", s-locr (w))

Den gesamten Schritt 4 des Algorithmus 4.6 beschreibt die Funktion lengt-

54



“ Ty = cat(ta)

...aababa ...aababa
ababaa... ababaa...

...aababaa... b« ...aababaa...

Abbildung 4.5: Loschen des aktiven Knotens am Beispiel ¢ = aababa, a = a,
actS = (aae).

hen_actP:

lengthen_actP (T, actSnode) = delete_iNode(T, actSnode),  if actSnode =
= (T, (actSnode,¢)), otherwise .

Abb. 4.5 fiihrt das Beispiel ¢ = aababa, a = a fort.

4.3 Der online-Algorithmus (unidirektional)

Durch Komposition der vier Funktionen, die die Schritte 1 — 4 des Algorith-
mus 4.6 realisieren, ergibt sich catstep:

catstep (T, a, actS, asl) = (Ty, actSy, asls)
where (T}, actSy) = lengthen_actP (T3, actSnodes)
(T3, actSnodes) = insert_asl(Ty, actSsq, asls)
(T3, actSsq, asly) = ukkstep(T,a, actS, node_t, asl)
(T, node_t) = insert_-node_t(T, asl).
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Zur Anwendung von catstep auf Sequenzen dient dann die Funktion cat:

cat(T,e, actS,asl) =T
cat(T, aw, actS, asl) = cat(T',w, actS', asl')
where (17, actS’, asl') = catstep(T, a, actS, asl).

Als Zusammenfassung dieses Kapitels ergibt sich damit:

Satz 4.9 (Online-Konstruktion von kompakten Affixbdumen)

Sei Ty = cat(e). Dann erzeugt cat(Ty,t, (root(Ty), ), root(1y)) den kompak-
ten Affixbaum des Textes ¢'3. O

Obwohl Algorithmus 4.6 damit eine funktionale Form erhalten hat, 148t sich
cat nicht ohne weiteres in einer rein funktionalen Programmiersprache imple-
mentieren. Auf der globalen Struktur des Affixbaumes werden namlich lokale
Anderungen vorgenommen, die mit den iiblichen Datentypen herkémmlicher
lazy-funktionaler Programmiersprachen nicht durchfiihrbar sind**. Da aber
die Forderung nach single-threadedness erfiillt ist (d. h. es werden keine Kopi-
en von Teilen der globalen Datenstruktur gemacht), ist eine Implementierung
mit geeigneten Techniken, wie sie moderne Sprachen wie Haskell oder Clean
[P1a95] zur Verfiigung stellen, denkbar. Eine entsprechende Implementierung
von ukk ist in [Kur95] und [Kra95] beschrieben, eine vergleichbare funktio-
nale Implementierung von cat im Rahmen dieser Arbeit wurde aber als zu
weit von der urspriinglichen Fragestellung entfernt empfunden.

4.4 Anmerkungen zum bidirektionalen Ver-
fahren

Da Affixbdume eine bzgl. Vertauschen von Suffix- und Préfixkanten absolut
symmetrische Struktur haben, 148t sich Algorithmus 4.6 analog auch fiir den
umgekehrten Schritt cat(t) — cat(at) anwenden.

Die beiden neuralgischen Punkte, an denen sich alle Verdnderungen im Baum
orientieren, sind dann das aktive Préfix und das aktive Préifixblatt. Ebenso

13Damit insert_node_t(Ty, root(Tp)) definiert ist, mufl die Wurzel von Ty = cat(g) einen
Suffix- und einen Prifixlink auf sich selber haben. Da diese Links fiir die restliche Kon-
struktion aber irrelevant sind, wurden sie bisher nicht erwdhnt. Als Alternative kann auch
direkt mit cat(a) begonnen werden, dann tritt dieses Problem gar nicht erst auf.

' Eine ausfiihrliche Diskussion derselben Problematik bei ukk findet sich in [GK94b].
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wie beim aktiven Suffix und aktiven Suffixblatt handelt es sich hier um In-
varianten der Konstruktion, d.h. vor einem Schritt cat(t) — cat(at) miissen
die P-Lokation von a*(t) und das aktive Priifixblatt in cat(t) bekannt sein,
und danach liegen die entsprechenden Punkte von cat(at) vor.

Um nun in beliebiger Reihenfolge ¢ nach rechts und links erweitern zu kénnen,
muf} gewihrleistet sein, dafl bei Verldngerung des Textes in eine Richtung,
die Invarianten der anderen Richtung aktuell bleiben.

Zur Erlduterung, wie dies geschehen kann, wird wiederum der Schritt cat(t) —
cat(ta) betrachtet:

1. Abschnitt 4.1.1 ging ausfiihrlich auf die moglichen Verdnderungen des
aktiven Préfixes ein. Da in lengthen_actP ohnehin explizit iberpriift
wird, ob sich das aktive Prifix verldngert, konnen dort auch die ent-
sprechenden Anderungen im Referenzpaar des aktiven Priifixes vorge-
nommen werden.

Dariiber hinaus ist es moglich, dafl in insert_relevant_suffiz beim Einfiigen
eines inneren Knotens das aktive Prifix explizit gemacht wird. Auch
an dieser Stelle muf} also ggf. das Referenzpaar des aktiven Préfixes
aktualisiert werden.

2. Das aktive Préafixblatt kann sich an zwei Stellen dndern:

(a) Falls vor dem Einfiigen des Knotens 7 der (verlingerte) Knoten
ta’ das aktive Prifixblatt war, ist es danach der Knoten ¢, da
dieser ja ein kiirzeres Préfixblatt darstellt.

(b) Wenn in lengthen_actP der Knoten geloscht wird, der das aktive
Suffix représentiert, ist dieser auch stets das aktive Préfixblatt,
wie man sich leicht {iberlegen kann. Das neue aktive Prifixblatt
ist dann das néchstlingere Prifixblatt, das mit dem alten durch
eine atomare Suffixkante verbunden war.

Damit ist gezeigt, dal es moglich ist, auch die Invarianten der jeweils an-
deren Konstruktionsrichtung up-to-date zu halten. Das Verfahren ist also
bidirektional.
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Kapitel 5

Komplexititsbetrachtungen

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, daf3 die in Kapitel 4 beschriebene onli-
ne-Konstruktion von kompakten Affixbdumen praktisch mit linearem Zeit-
und Platzbedarf O(n) moglich ist. Wihrend die Linearitét des Platzbedarfs
offensichtlich ist!, erweist sich die Diskussion des Zeitbedarfs als unerwartet
schwierig.

Tatséchlich kann in dieser Arbeit nicht der vollstdndige Beweis erbracht wer-
den, daf} die online-Konstruktion von Affixbdumen in linearer Zeit moglich
ist, wenn auch viele Indizien dafiir sprechen.

Daf die Zeitkomplexitiit zusitzlich dazu im allgemeinen Fall? auch noch li-
near von der Alphabetgréfle abhéingt, ist ein Effekt, auf den hier nicht weiter
eingegangen werden soll. Er ist genauso wie in ukk auf den proportionalen
Zusammenhang zwischen Alphabetgréfie und Verzweigungsgrad des Baumes
zuriickzufiihren.

5.1 Uberblick

Es werden die Funktionen insert_node_t, ukkstep, insert_asl und lengthen_actP,
die die vier Schritte des Algorithmus 4.6 realisieren, einzeln betrachtet. Da

!Bis auf den Text und den zu konstruierenden Baum, die beide von der GroSe O(n)
sind, wird kein weiterer Speicherplatz benétigt. Obwohl wihrend der Konstruktion Kno-
ten geloscht werden, steigt die Grofie des Baumes monoton an (da pro Schritt maximal
ein Knoten geléscht wird, aber auch mindestens ein Knoten hinzukommt), womit der Fall
ebenfalls ausgeschlossen werden kann, dal Zwischenstrukturen gréfier sind als der resul-
tierende Affixbaum.

2Vgl. hierzu die in [Kur95] beschriebenen verschiedenen Moglichkeiten der Suche des
richtigen Nachfolgers an einer Verzweigung im Baum.
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sich diese Untersuchungen schon fiir das unidirektionale Verfahren als sehr
kompliziert erwiesen haben, wird darauf verzichtet, auch noch Fille zu dis-
kutieren, in denen die Richtung der Konstruktion in einem ungiinstigen Au-
genblick wechselt.

Schritt 1: insert_node_t

In jedem der n Schritte zur Konstruktion von cat(t) wird insert_node_t genau
einmal aufgerufen. Da das aktive Suffixblatt zur Zeit des Aufrufs bekannt
ist und insert_node_t keine Schleifen oder Rekursionen enthilt, ergibt sich
insgesamt der Aufwand O(n).

Schritt 2: ukkstep

Zwar ist aus [Ukk93] bekannt, daf die online-Konstruktion von kompakten
Suffixbdumen in O(n) Zeit moglich ist, der Beweis von dort 1a8t sich aber
nicht an allen Stellen auf die verédnderte Datenstruktur des Suffixbaumes im
Affixbaum tibertragen.

Wihrend das Einfiigen der neuen Knoten und Blétter in den Suffixbaum
genauso oft wie bei ukk stattfindet, ist es hier aufwendiger, mittels linkloc
die entsprechenden Positionen im Baum zu erreichen. Fiir den Fall, daf
bei der Suche nach dem atomaren Suffixlink immer der Weg ,,oben herum*®
gewéhlt wird (was dem entsprechenden Schritt in ukk am néchsten kommt),
ist das Verfahren sogar von quadratischem Aufwand, wie man sich leicht am
Beispiel t = aa(ba)’, a = a (Abb. 5.1) vergegenwiirtigen kann.

Aus diesem Grunde wird im folgenden davon ausgegangen, dafl stets der
kiirzere der beiden in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Wege (,,oben herum*
oder ,unten herum*) gewihlt wird, was sich beispielsweise dadurch realisie-
ren 1aft, daf parallel beide Richtungen verfolgt werden, und sobald einer der
beiden Wege einen Knoten mit atomarem Link erreicht hat, der andere Weg
abgebrochen wird.

Fiir die ausfiihrliche Komplexititsanalyse erfolgt dhnlich wie in [Ukk93] eine
Aufspaltung von [linkloc in drei Teilfunktionen, deren Komplexitéit separat
diskutiert wird: find_aLink, canonize_down und canonize_up. Die einzelnen
Untersuchungen finden sich in den Abschnitten 5.2.1 — 5.2.3.
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Abbildung 5.1: Ein Beispiel fiir quadratisches Verhalten von ukkstep, falls
linkloc stets ,,oben herum® ausgefiihrt wird: ¢ = aa(ba)’, a = a.
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Schritt 3: insert_asl

Wihrend das Einfiigen des neuen Knotens in konstanter Zeit moglich ist
und die Parameter actS und asl als Invarianten bekannt sind, erweist sich
das Aufsuchen der P-Lokation des neuen aktiven Suffixes mit find_pLoc als
aufwendig. Aufgrund der Erfahrungen mit linkloc wird auch hier stets der
kiirzere der beiden moglichen Wege gewéhlt. Abschnitt 5.2.4 behandelt die-
sen Schritt ausfiihrlich.

Schritt 4: lengthen_actP

Die Bedingung fiir das Verldngern des aktiven Préfixes lautet nach Lemma
4.8: ,Wenn das neue aktive Suffix durch ein Préfixblatt reprisentiert wird“.
Dies kann in O(1) iiberpriift werden, das Loschen des Knotens a(ta) ist
ebenfalls in konstanter Zeit durchfiihrbar, so daf§ fiir den gesamten Text
O(n) eine obere Zeitschranke bildet.

5.2 Diskussion der Problemfille

5.2.1 find_aLink

Wie der folgende Satz zeigt, ist die Suche nach einem nicht-atomaren Suf-
fixlink nur dann notig, wenn das kanonische Referenzpaar des (ggf. schon
verkiirzten) aktiven Suffixes actS expliziter, ausschliefilich linksverzweigen-
der Knoten ist:

Satz 5.1 (Atomarer Suffixlink des impliziten aktiven Suffixes)

Wenn actS beim Aufruf von lmkloi>in ukkstep impliziter Knoten ist (und
nicht an der Wurzel liegt: actS = (bu ', cv)), dann existiert immer ein atoma-

rer Suffixlink W B . O

Beweis

. — .
Sei actS = (bu', cv) das kanonische Referenzpaar des (evtl. schon verkiirzten)

aktiven Suffixes von ¢ = { —bucv

buco } Es ist zu zeigen, dafl bu' einen atomaren

Suffixlink hat, d.h. bu <ot W € p-edges(cat(t))®. Nach Bemerkung 3

30bwohl der Baum zu diesem Zeitpunkt schon verindert wurde, ist die hier betrachtete
Stelle noch unveréindert wie in cat(t).
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zu Definition 3.1 ist dies sicher der Fall, wenn bu’ im Suffixbaum in cat(t)
verzweigt.

Angenommen, bu’ verzweigte nicht im Suffixbaum in cat(t), bu wire also
links- aber nicht rechtsverzweigendes t-Wort. Dann sind zwei Fille denkbar:

1. t = {_yaél;zécv } ,x # vy, buc ist also ebenfalls linksverzweigendes t-

. . —
Wort, was im Widerspruch zu der Voraussetzung steht, daf (bu', cv)
kanonisches Referenzpaar ist.

—_xbucv
2. t=4q _xbucv._ p,x#y = bucv = _ybu

_ ybu

__xbucv
= t =< _r_ybu._ = . = ¢, da bu n. Ann. nicht rechtsver-

_ ybu
zweigt

__zbucv
= t=q _x ybuc_ },x #y,

ybu

d. h. buc ist linksverzweigendes ¢t-Wort, was wie im ersten Fall einen
Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.

O

Find_aLink benotigt also nur in denjenigen Fillen mehrere Schritte, in denen
actS expliziter, nur im Prifixbaum verzweigender Knoten ist.

Za dieser Klasse von Knoten, die nur linksverzweigende ¢-Worte reprisentie-
ren, sollen nun einige Bemerkungen gemacht werden:

1. Solche Knoten werden in cat ausschlieBlich durch die Funktion n-
sert_asl erzeugt. Es kann davon also wihrend der Konstruktion von
cat(t) insgesamt hochstens n Stiick geben.

2. Falls in mehreren Schritten hintereinander die Menge der relevanten
Suffixe leer ist (sich das aktive Suffix also mehrmals direkt verléngert,
ohne zwischendurch verkiirzt zu werden), entsteht eine ,, Kette“ solcher
nur im Prifixbaum verzweigender Knoten.

Eine solche , Kette* ist Ursache fiir die quadratische Komplexitit der

Funktion find_aLink, wenn stets der Weg ,,oben herum*® gewihlt wird
(Abb. 5.1).
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3. Mit jedem find_aLink wird ein solcher Knoten zu einem in beiden
Baumen verzweigenden Knoten ,entschirft“, da er damit einen atoma-
ren Suffixlink zu dem im darauffolgenden Schritt eingefiigten Knoten
erhélt.

Aufgrund der Aussage von Punkt 3 kann find_aLink, wenn stets der kiirzere
der beiden moglichen Wege gewéhlt wird, hochstens vom Aufwand O(n logn)
sein: Die maximale Gesamtlinge aller ,,Ketten“ ist n. Mit jedem find_aLink
wird eine Kette in zwei Teilketten zerteilt, die in spéteren Schritten wiederum
in je zwei Teile aufgespalten werden kénnen usw. Im schlimmsten Fall ergibt
sich jedesmal der maximale Weg, indem die Ketten von Mal zu Mal halbiert
werden, was gerade logarithmischem Verhalten entspricht.

In diesem Ergebnis sind aber noch léngst nicht alle Nebenbedingungen beriick-
sichtigt, die die Anzahl Schritte von find_aLink einschrinken. Beispielweise
sind nicht beliebige Abfolgen von aktiven Suffixen moglich. Damit das aktive
Suffix zwei oder mehr Male in dieselbe ,,Kette“ von nur im Préfixbaum ver-
zweigenden Knoten ,geraten” kann, miissen zwischendurch weitere Schritte
stattfinden, die den erhohten Aufwand fiir das mehrmalige ,, Entlanglaufen*
derselben ,,Kette* evtl. kompensieren.

Die Existenz dieser weiteren Einschrinkungen und die in Abschnitt 5.3 darge-

stellten empirischen Ergebnisse sind starke Indizien fiir ein lineares Verhalten
von find_aLink.

5.2.2 canonize_down

Fiir das ,,Abwirts-Kanonisieren“ 1483t sich der entsprechende Beweis aus
[Ukk93] iibernehmen:

Das zweite Element des Referenzpaares des aktiven Suffixes wird fiir den
gesamten Text maximal n-Mal um je ein Zeichen verldngert. Da es mit je-
dem canonize_down um mindestens ein Zeichen verkiirzt wird, sind insgesamt
maximal n Schritte von canonize_down moglich.

5.2.3 canonize_up

Das hier vorliﬁende Problem 148t sich folgendermafen beschreiben (s. Abb. 5.2):
Sei actS = (bu',¢) das zu verkiirzende aktive Suffix, buvw der erste Knoten

,unterhalb® von by mit atomarem Suffixlink. Wie viele Knoten @v” auf dem

Riickweg ,nach oben“ kann es maximal geben?
Fiir den Knoten @’ gilt:

63



K ):s.-.loc (u)

s-loc (buv) 1
o b *m

Abbildung 5.2: Erlduterung zur Diskussion von canonize_up.

1. buv ist kein Knoten, da find_aLink sonst schon dort dem atomaren
Suffixlink buv < w0’ gefolgt wire.

2. v’ verzweigt nicht im Prifixbaum, da nicht einmal % im Prifixbaum

verzweigt, wv’ ist also nur im Suffixbaum verzweigender Knoten.

Leider ist dadurch noch kein Kriterium gegeben, das eine Abschétzung der
Maximalzahl solcher Knoten auf dem Weg von canonize_up erlaubt. Die
empirischen Ergebnisse hierzu in Abschnitt 5.3 deuten aber auf ein besonders
harmloses lineares Verhalten mit konstantem Faktor % fiir den worst case hin.

5.2.4 find_pLoc

Bei find_pLoc handelt es sich wohl um die am schwierigsten zu durchschauen-
de Unterfunktion von cat. Dennoch konnten zwei interessante Feststellungen
gemacht werden:

Zunichst kann gezeigt werden, daf3 ein ,,Kanonisieren“ nicht notig ist, wenn
zum Finden der korrespondierenden P-Lokation der Weg ,unten herum®
gewdhlt wird.

Das vorliegende Szenario wurde bereits in Abschnitt 4.2.3 beschrieben (s. auch
Abb. 5.3): Ein ,Aufwirts-Kanonisieren® wére nur notig, wenn es (innere)
Knoten von der Art ;... 0ua gidbe. Ein solcher Knoten kann aber nicht
existieren, da v;...vjua weder linksverzweigend sein kann (weil dann auch
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a

s-locy (vi...v1w)

a \
R o ‘ TrUTua

\

Abbildung 5.3: Ein Knoten ;... v7ua’ kann in T nicht existieren.

v; ... v1u linksverzweigend und damit expliziter Knoten wére) noch rechts-
verzweigend (mit derselben Begriindung fiir ua).

Zusitzlich hat sich gezeigt, dal bei der Wahl stets des kiirzeren Weges auch
fiir die Félle, wo der Weg ,,oben herum® gewihlt wird, kein Kanonisieren
notig ist, was Anlafl gab, folgende Behauptung zu formulieren, die im Rah-
men dieser Arbeit allerdings nicht formal gezeigt, wohl aber empirisch an
allen Sequenzen iiber {a, b} bis zur Textlinge n = 20 bestétigt werden konn-
te:

Behauptung 5.2 (Abwérts-kanonisieren ist nicht nétig)

Jedesmal, wenn bei find_pLoc der Umweg ,,oben herum® auf dem Riickweg
iiber Knoten lduft, ist der Weg ,,unten herum“ nur einen Schritt lang, und
zwar existiert eine Prifixblatt-Kante @ - - opu. O

Selbst damit bleibt aber die entscheidende Frage offen, wie weit die jeweils
nichste atomare a-Kante vom Knoten @ entfernt ist.

Solange dies nicht geklirt ist, mufl von der Komplexitit O(n?) der ,nai-
ven“ Losung ausgegangen werden, auch wenn die im folgenden Abschnitt
dargestellten empirischen Ergebnisse lineares Verhalten zumindest nicht aus-
schliefen.
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5.3 Empirische Untersuchungen

Da bei den analytischen Untersuchungen die Komplexitdt von find_aLink,
canonize_up und find_pLoc nicht befriedigend geklédrt werden konnte, wurden
empirische Untersuchungen angefertigt, in denen abstrakt die Anzahl Schritte
der betreffenden Funktionen gezihlt wurden. Auf diese Weise sollten

e entweder Beispieltexte gefunden werden, fiir die sich das Verfahren
schlechter als linear verhilt?,

e oder Hinweise fiir weitere analytische Untersuchungen ausfindig ge-
macht werden, etwa durch Ermittlung des konstanten Faktors, der den
schlechtesten linearen Fall nach oben beschrinkt.

In den Tabellen 5.1, 5.2 und 5.3 sind die Ergebnisse zusammengefafit. Es
wurden fiir zunehmende Textlingen n jeweils alle Texte ¢ € {a, b} unter-
sucht, wobei Vertauschungen der Zeichen a und b unberiicksichtigt blieben.
In der linken Spalte ist jeweils die Textldnge n angegeben, in der mittleren
Spalte die maximale Anzahl Schritte der entsprechenden Funktion und in der
rechten Spalte in Klammern die Haufigkeit, wie oft dieser worst case einge-
treten ist (wiederum ohne Beriicksichtigung der Vertauschungen), sowie die
Texte, die diese Anzahl Schritte erzeugten.

Wihrend find_aLink und canonize_up ein recht eindeutiges lineares Verhalten
zeigen (und es deshalb verwundert, warum der analytische Beweis sich als so
schwierig erweist), sind die Ergebnisse von find_pLoc schwieriger zu deuten:

Zuniichst scheint mit dem Muster ¢ = ab’ der worst case (mit linearem
Verhalten, Faktor 1) beschrieben zu sein. Ab der Textlinge n = 13 schleicht
sich jedoch noch ein zweites Muster ¢ = aab®ab’a ein, das das erste Muster ab
n = 16 sogar iiberholt. Dieses Muster beschreibt (verallgemeinert fiir lingere
Sequenzen) ebenfalls lineares Verhalten mit dem konstanten Faktor 1.33. Ab
der Textlinge n = 26 findet sich wiederum ein Muster mit schlechterem
Verhalten (¢t = aab*ab?ab’a, konstanter Faktor 1.43) usw.

Es stellt sich nun die Frage, ob gegen eine, und wenn ja, gegen welche, Se-
quenz diese Folge schlechtester Muster konvergiert. Wird die Konvergenz-
folge ebenfalls noch lineares Verhalten beschreiben, oder steigt der Faktor
beliebig weit an, so daf} sich ein schlechteres als lineares Verhalten ergibt?

Eine mogliche Verallgemeinerung obiger worst cases wire die Sequenz

t = aab”’ab® .. ab%abla, n= (2" —1)i+ (k+3).

“Tatsichlich wurde auf diese Weise der Text ta = aa(ba)’a als Beispiel fiir die quadra-
tische Komplexitit von find_aLink ,oben herum*“ gefunden.
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Tabelle 5.1: Worst cases von find_aLink fiir Texte bis zur Lange 34 {iber dem

Alphabet {a,b}.
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Textldnge n ir?r% 181)60}71;“06@36 (#) Texte
0 0 —
1 0 —
2 0 —
3 0 —
4 0 —
5 0 —
6 0 —
7 1 (1) a(ab)’aa
8 1 (4) a(ab)?b,
9 1 (13) ...
10 2 (1) a(ab)’b
11 2 6) ...
12 3 (1) a(ab)’b
13 3 (4) a(ab)®bb,a(ab)’aa, aa(ab)’b,ba(ab)b
14 4 (1) a(ab)®b
15 1 @ ...
16 5 (1) a(ab)™
17 5 4) ...
18 6 (1) a(ab)®b
19 6 4) ...
20 7 (1) a(ab)’b
21 7 4) ...
22 8 (1) a(ab)b
23 8 @ ...
24 9 (1) a(ab)'b
% 9 @ ...
26 10 (1) a(ab)™b
27 10 4) ...
28 11 (1) a(ab)®b
29 11 4) ...
30 12 (1) a(ab)*b
31 12 4) ...
32 13 (1) a(ab)®b
33 13 4) ...
34 14 (1) a(ab)b

Tabelle 5.2: Worst cases von canonize_up fiir Texte bis zur Linge 34 {iber
dem Alphabet {a,b}.
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Textlinge n ,# Schritte (#) Texte
1m worst case
0 0 —
1 0 —
2 0 —
3 0 —
4 1 (+1)| (1) ab?
5 2 (+1) | (1) ap?
6 3 (+1)| (1) ab®
7 4 (+1)] (1) ab®
8 5 (+1) | (1) ab’
9 6 (+1) | (1) ab®
10 7 (+1) | (1) ab’
11 8 (+1) | (1) ap'®
12 9  (+1)] (1) ab"
13 10 (+1)| (2) ab'? aabab’a
14 11 (+1) | (3) ab'® aab’aba,aab’ab’ab
15 12 (+1) | (6) ab'* aab®ab’a,aab’ab’a,...
16 14 (+2)| (1) aab®ab*a
17 15 (+1) | (2) aab’ab%a,aab®ab*ab
18 16 (+1)| (6) ...
19 18  (+2)| (2) aab'ab’a,aab®ab*ab’a
20 19 (+1) | (4
21 20 (+1) | (10) ...
22 22 (+2) | (3) ab'?ab’a,aab'’ab’ab?a,aab’ab’ab’ab?a
23 23 (+1) | (7)
24 24 (+1) | (18) ...
25 26 (+2)| (5) aab'’ab’a, aabllablab’a,...
26 28 (+2) | (1) aab'?ab®ab’a
27 29 (+1) | (2) aab'?ab®ab’a,aab'?ab®ab’ab
28 30 (+1) | (10) ...
29 32 (+2) | (2) aab'*ab’ab’a,aab''ab®ab’ab’a
30 34 (+2)| (1) aab'ab’ab’ab’a
31 35 (+1) | (2) aab'abPab’ab’a,aab'?ab®ab’abab
32 36 (+1) | (8) ...
33 38 (+2) | (3) aab'®ab®ab? aab'*ab’abab?,
aabllabSab’ab’ab?
34 40  (+2)| (1) aab'?ab®ab’ab’ab?

Tabelle 5.3: Worst cases von find_pLoc fiir Texte bis zur Linge 34 iiber dem
Alphabet {a,b}.
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In der folgenden Tabelle ist fiir einige Werte von k£ und ¢ die Anzahl Schritte
von find_pLoc zusammengestellt:

ok 1 2 3 5 10 15
1
2 6 18 12 186 6133 196602
3 10 28 64 280 9208 294904
5 18 48 108 468 15348 491508
10 38 98 218 938 30698 983018
20 78 198 438 1878 61398 ?
100 398 998 2198 | 9398 306998 ?
allgemein | 41 —2 | 10i —2 | 22i —2 | 947 —2 | 3070i —2 | 98302i — 2
n 3i+4 | 7Tit5 | 15i+6 | 63i+8 | 2047i + 13 | 655351 + 18
#Schritte | ~3 | ~% | ~& ~ & ~ S0 ~ Ges
" ~133| ~1.43 | ~ 1467 | ~1.492 | ~1.4998 | ~ 1.499992

Fiir Sequenzen dieser Art scheint das Verhéltnis der Anzahl Schritte von
find_pLoc zur Textliange n also stets unterhalb von 1.5 zu bleiben. Auch
die erste Ableitung der Anzahl Schritte im worst case (Zahlen in Klammern
in der mittleren Spalte von Tabelle 5.3) deutet auf diesen konstanten Faktor
hin: Fiir groBere n wechseln sich jeweils zwei Schritte (41) mit zwei Schritten
(+2) ab.

Leider lieen sich die empirischen Untersuchungen in dieser Form nicht wei-
ter fiihren, da die exponentiell ansteigende Zahl zu untersuchender Sequenzen
schnell an ihre natiirlichen Grenzen stieff. Insbesondere fiir grofiere Alphabe-
te waren kaum Messungen moglich. Da die hierzu durchgefiihrten Messungen
(]A| = 3 bis n = 20, | A| = 4 bis n = 15) im worst case aber immer exakt die-
selben Ergebnisse wie fiir | 4| = 2 ergaben, kann davon ausgegangen werden,
daBB mit dem Alphabet {a,b} bereits alle ,schlechten“ Sequenzen erzeugt
werden konnen.

5.4 Laufzeitmessungen

Schlief8lich sollten die so ermittelten Ergebnisse auch an fiir praktische Einsétze
relevanten, ldngeren Texten validiert werden. Dazu wurden Laufzeitmes-
sungen fiir zufillige Texte iiber verschieden groflen Alphabeten (wiederum
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Abbildung 5.4: Laufzeiten von bigrep fiir zufillige Texte, abhingig von der
Textlinge n und der Alphabetgrofie | A].

Bernoulli-Verteilung) durchgefiihrt, die in Abb. 5.4 dargestellt sind®.

Man erkennt deutlich die auch bei ukk vorhandene Alphabetgroflenabhiangig-
keit aufgrund des hoheren Verzweigungsgrades bei Bdumen von Texten iiber
einem groflen Alphabet. Ebenfalls geben diese Kurven einen weiteren Hinweis
auf die erhoffte Linearitéit des Verfahrens, wenn auch ein leichtes ,, Durchhéngen*
zu beobachten ist. Da solche Effekte aber von der Speicherverwaltung des
Rechners herriihren kénnen, mufl dies nicht ein schlechteres als lineares Ver-
halten des Algorithmus bedeuten. Zumindest im average case scheint sich
also die Vermutung der Zeitkomplexitit O(].A|n) zu bestétigen.

Bei einem quantitativen Vergleich der Laufzeiten mit denen von ukk®, die
in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind, ist zu beobachten, dafl zur
Konstruktion von cat generell etwa die dreifache Zeit bendtigt wird”:

°Die Messungen wurden auf einer SPARCstation 20 durchgefiihrt, die iiber einen
Hauptspeicher von 32 MB verfiigt, der aber an keiner Stelle voll ausgeschopft wurde (max.
Prozeigrofe: 13 MB). Das Betriebssystem war Solaris v2.4, gemessen wurde mit dem
Unix-Tool rusage. Es wurde jeweils tiber zehn Messungen gemittelt.

8Verwendet wurde die in [GK95] beschriebene C-Implementierung.

"Die Zeitangaben sind in Sekunden, jeweils iiber zehn Messungen gemittelt.
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Art des Textes (n = 100000) ukk | cat
Random-Sequenz, |A| = 4 0.7 2.2
Random-Sequenz, |A| = 20 1.6 | 4.3
Random-Sequenz, |A| = 50 28| 79
Random-Sequenz, |A| =90 4.8 | 14.6

Genetische Daten® 0.8 ] 2.3
Manual-Page 1.2 | 29
Fibonacci-String 02| 1.3

Auflerdem wird die vierfache Menge an Speicher benétigt, was auf die we-
sentlich groflere zu erzeugende Datenstruktur zuriickgefiihrt werden kann, da
mit dem Affixbaum nicht nur zwei Suffixbdume erzeugt werden miissen; es ist
auch notwendig, alle Kanten bidirektional einzutragen und Blédtter ebenfalls
als vollstdndige Knoten zu représentieren, da sie gleichzeitig innere Knoten
des jeweils anderen Baumes sind.

Dennoch reichten die Ressourcen des oben beschriebenen Rechners aus, die
Affixbdume von Sequenzen bis zu einer Lange von 250000 Zeichen problemlos
innerhalb des zur Verfiigung stehenden Hauptspeichers zu konstruieren.

8 Ausschnitt aus der Nucleotidsequenz des Chromosoms XI von Saccharomyces cerevi-
siae iiber dem Alphabet A = {C,G,T, A}
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Kapitel 6

Das Programm bigrep

In diesem Kapitel wird kurz eine einfache Anwendung fiir Affixbdume be-
schrieben, die im Rahmen dieser Arbeit erstellt wurde. Es handelt sich hier-
bei um das Programm bigrep, das dhnlich wie das bekannte Unix-Tool grep
zur Suche von (kurzen) Mustern in (langen) Texten verwendet werden kann.

Das Spezielle an bigrep ist, dafl im Gegensatz zu grep und allen bekannten
Varianten davon Text und Muster bidirektional verwaltet werden. Auflerdem
konnen in ein- und demselben Text nacheinander mehrere Muster gesucht
und der Text interaktiv erweitert werden.

In bigrep stehen die folgenden Kommandos zur Verfiigung:

r <text> fiigt <text> rechts hinter den bisher eingegebenen Text,
1 <text> fiigt <text>—! links vor den bisher eingegebenen Text,
f <pattern> sucht nach <pattern> im bisher eingegebenen Text,

b <pattern> sucht nach <pattern>—"' im bisher eingegebenen Text,

t zeigt den bisher eingegebenen Text an,

a zeigt den kompakten Affixbaum des eingegebenen Textes an,
c 16scht den bisherigen Text,

q beendet bigrep,

?

gibt eine kurze Hilfemeldung aus.

Intern wird online bei Eingabe von r und 1 der kompakte Affixbaum des
eingegebenen Textes erzeugt. Das Kommando f bzw. b bewirkt, dafl der
so erzeugte Baum gemifl <pattern> entlang den Suffix- bzw. Préfixkanten
yabgewandert® wird. Falls auf diese Weise ein Auftreten von <pattern> bzw.
<pattern>—" im Text ermittelt wird, wird SUCCESS ausgegeben, falls an ir-
gendeiner Stelle keine Fortsetzung im Baum existiert, FAIL.

Da es sich bei der Implementierung von bigrep um eine direkte Ubertra-
gung des in Kapitel 4 dieser Arbeit beschriebenen Verfahrens zur online-
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Konstruktion von kompakten Affixbdumen handelt, sind hier weitere Erldute-
rungen nicht notwendig.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Affixbdumen. Hierbei handelt
es sich um eine Weiterentwicklung von Suffixbdumen fiir bidirektionale An-
wendungen, mit Hilfe derer exakte Suche auf flexible Art und Weise moglich
ist.

Zunichst wurden grundlegende Datenstrukturen eingefiihrt. Es wurde ein
allgemeiner Dualitéitsbegriff fiir AT-Béume definiert und die Datenstruk-
tur des Bi-Baumes entwickelt, auf Basis dessen dann Affixbdume eingefiihrt
wurden. Deren Dualitdt und der lineare Platzbedarf der kompakten Va-
riante wurden nachgewiesen, ihre maximale Gréfle bestimmt, verschiedene
Reprisentationsformen diskutiert und die fiir Affixbdume giinstigste aus-
gewdhlt. Da Affixbdume die Struktur der Suffixbdume vollstindig enthal-
ten, konnte festgestellt werden, daf} sich simtliche Anwendungen von Suffix-
bdumen auf Affixbdume tibertragen lassen. Es wurden drei Konstruktions-
moglichkeiten fiir Affixbdume vorgeschlagen, von denen die bidirektionale
online-Konstruktion im vierten Kapitel ausfiihrlich besprochen wurde. Da-
bei stellte sich heraus, dal es sich nicht um eine einfache Verallgemeine-
rung des entsprechenden Verfahrens von Ukkonen fiir kompakte Suffixbdume
handelt, sondern umfangreiche Erweiterungen notwendig wurden. Bei der
anschlieBenden Komplexitidtsanalyse konnte nicht, wie erhofft, die Linearitét
des Verfahrens nachgewiesen werden, obwohl dies fiir die Mehrzahl der Schrit-
te moglich war. An drei Stellen traten aber nicht zu l6sende Probleme auf.
Aus diesem Grunde wurden empirische Untersuchungen angefertigt, die zu-
mindest bei zweien dieser kritischen Punkte ebenfalls auf lineares Verhalten
hinwiesen. Der dritte Problemfall konnte auch empirisch nicht eindeutig ein-
geordnet werden. Eine Verallgemeinerung der ermittelten worst cases sowie
Laufzeitmessungen an Random-Sequenzen gaben aber Hinweise auf ebenfalls
lineares Verhalten.
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Es wurden zwei Verfahren zur Konstruktion von kompakten Affixbdumen
implementiert, zur friithzeitigen Kontrolle ein ineffizientes Programm in der
lazy-funktionalen Programmiersprache Haskell und unter Effizienzgesichts-
punkten das ausfiihrlich beschriebene online-Verfahren in C. Letzteres war,
verglichen mit einer entsprechenden Implementierung des Verfahrens fiir Suf-
fixbdume, in seinem Laufzeitverhalten etwa um den Faktor drei langsamer.

Demgegeniiber hat die aufwendigere Datenstruktur aber auch Vorteile: Text
und Muster werden bidirektional verwaltet, was neue Verfahren zum fle-
xiblen pattern matching ermoglicht, wie sie in der Bioinformatik oder in Be-
reichen mit dhnlichen Suchproblemen Verwendung finden konnen. Dariiber
hinaus kénnte man untersuchen, ob es sinnvoll ist, fiir genetische Anwendun-
gen statt der reversen Vereinigung eine ,revers-komplementére Vereinigung®
zu definieren, so daf} sich die beiden komplementiren Stringe einer DNA-
Doppelhelix in einem Baum repréisentieren und untersuchen lassen. Auch
eine Erweiterung des Suchverfahrens fiir approximatives Matching oder ein
Einsatz zur Datenkompression ist denkbar.

Es hat sich gezeigt: Affixbdume leisten alles, was Suffixbdume leisten, und
noch viel mehr; oder mit Apostolicos Worten:

Affix trees seem to outperform subword trees in versatility and
elegance.
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