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Kapitel 1EinleitungEine der klassischen Disziplinen in der praktischen Informatik besch�aftigtsich mit Suchalgorithmen. Neben anderen fallen darunter Verfahren zur Er-kennung von (kurzen) Mustern in (langen) Texten, wie sie beispielsweise inder Linguistik oder der Bioinformatik Einsatz �nden.Man unterscheidet zwischen exakter und approximativer Textsuche. Bei derapproximativen Suche ist eine Abweichung des Musters von seinem Auftretenim Text bis zu einer gewissen Schranke zugelassen, wogegen bei der exaktenSuche davon ausgegangen wird, da� das Muster und die entsprechende Stelleim Text pr�azise �ubereinstimmen m�ussen.Innerhalb der exakten Suche bedient man sich in Abh�angigkeit von der je-weiligen Situation verschiedener Techniken: Sind Muster und Text im vorausnicht bekannt, werden auf dem Boyer-Moore-Algorithmus [BM77] basierendeVerfahren eingesetzt, bei denen das Muster auf einfache Weise vorverarbeitetwird, um eine e�zientere Suche zu erm�oglichen. Bei im voraus bekanntenMustern, nach denen in verschiedenen Texten gesucht werden soll, kommenTechniken mit endlichen Automaten zum Einsatz. Falls der umgekehrte Fallvorliegt, da� der Text statisch bekannt ist und das Muster von Suche zuSuche variiert, so bietet sich eine Vorverarbeitung des Textes an.Eine h�au�g dabei erzeugte Datenstruktur sind (kompakte) Su�xb�aume. Indiesen sind die Teilworte eines Textes auf besonders n�utzliche Art und Weiseaufbereitet (deshalb wird auch die Bezeichnung Subwort-Baum/subword treeverwendet). Die Vielseitigkeit dieser Datenstruktur beschreibt Apostolicofolgenderma�en:". . . , no digital index seems to outperform subword trees in ver-satility and elegance.\ [Apo85] 1



Es sind verschiedene Verfahren zur e�zienten Konstruktion von kompaktenSu�xb�aumen bekannt, angefangen mit dem "Klassiker\ von Weiner [Wei73],�uber die Verfahren von McCreight [McC76] und Chen und Seiferas [CS85]bis zu der online-Konstruktion von Ukkonen [Ukk93], bei der der Text zei-chenweise von links nach rechts gelesen wird und nach dem i-ten Schritt derSu�xbaum f�ur die ersten i Zeichen fertig vorliegt.Bei der Betrachtung dieses Verfahrens stellt sich die Frage, ob das Einlesendes Textes auch in entgegengesetzter Richtung oder sogar ein bidirektionalesVorgehen m�oglich ist, so da� an einer beliebigen Stelle im Text begonnenwerden und die Konstruktion in beiden Richtungen erfolgen kann. In dervorliegenden Arbeit wird sich herausstellen, da� hierf�ur eine Erweiterung derDatenstruktur von Vorteil ist. Der so entstehende Graph wird als A�xbaumbezeichnet und besitzt die in [GK94a] beschriebene Dualit�atseigenschaft, diekompakte Su�xb�aume nicht aufweisen. Da die Gr�o�e der A�xb�aume sichnicht signi�kant von der der Su�xb�aume unterscheidet, ist zu untersuchen,ob sie auch wie diese in bzgl. der Textl�ange linearer Zeit konstruiert werdenk�onnen.Den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden [GK94a] und [Kur95]. Auch bei derWeiterentwicklung des urspr�unglich von Ukkonen stammenden Algorithmuswird die in [Kur95] verwendete Formulierung �ubernommen.Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zun�achst werden grundlegende Daten-strukturen eingef�uhrt, auf deren Basis in dem darauffolgenden Kapitel Af-�xb�aume de�niert und einige ihrer Eigenschaften diskutiert werden. Im vier-ten Kapitel wird die oben angedeutete online-Konstruktion von A�xb�aum-en ausf�uhrlich besprochen, im f�unften Kapitel deren Komplexit�at analysiert,was sich aber als schwierig herausstellen wird, so da� kein endg�ultiges Er-gebnis pr�asentiert werden kann. Schlie�lich wird kurz eine Anwendung vonA�xb�aumen vorgestellt.Der Code der im Rahmen dieser Arbeit erstellten Computerprogramme istbei Bedarf beim Autor zu erhalten.
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Kapitel 2Grundlegende DatenstrukturenIn [GK94a] wird eine Dualit�at von atomaren Su�xb�aumen und den zugeh�ori-gen Su�xlink-B�aumen beschrieben. Um zu zeigen, da� diese Dualit�at nichtallein eine Eigenschaft von Su�xb�aumen ist, wird in dieser Arbeit ein allge-meinerer Zugang als �uber Su�xlinks gew�ahlt. Auf diese Weise werden vonvornherein gewisse Symmetrien von der resultierenden Datenstruktur gefor-dert, die sp�ater von gro�er Bedeutung sind.Die in diesem Kapitel eingef�uhrte Notation und Terminologie folgt in Anleh-nung an [GK94a] und [Kur95].2.1 Grundbegri�eSei A eine endliche Menge von Zeichen, das Alphabet. Eine Sequenz vonZeichen aus A hei�t Wort oder Text �uber A, jtj bezeichnet die L�ange desTextes t, d. h. die Anzahl Zeichen, aus denen t besteht. Das leere Wort derL�ange null wird mit " bezeichnet. Am ist die Menge aller Worte �uber A derL�ange m, A� die Menge aller Worte �uber A, A+ = A� nf"g. In dieser Arbeitsind a, b, c, x, y Bezeichner f�ur Zeichen aus A; s, t, u, v, w sind Bezeichnerf�ur Worte �uber A. Die Zeichen selbst werden in Schreibmaschinenschriftangegeben: a, b, c, . . . .Die m-fache Wiederholung eines Textes t wird mit tm, der reverse Textan : : : a1 von t = a1 : : : an mit t�1 bezeichnet. F�ur eine Aufspaltung vont = vwu in (ggf. leere) v, w und u hei�t v Pr�a�x von t, w t-Wort und uSu�x von t. Falls v 6= t (u 6= t), wird v (u) als echtes Pr�a�x (echtes Su�x )von t bezeichnet, t-words ist die Menge aller t-Worte.3



Falls die Bezeichner f�ur Teilworte von t irrelevant sind, k�onnen diese auchdurch einen Unterstrich gekennzeichnet werden:t = v () v ist Pr�a�x von t,t = w () w ist t-Wort,t = u () u ist Su�x von t.Ein Punkt bezeichnet in dieser Notation ein einzelnes Zeichen aus A:t = v. () v ist echtes Pr�a�x von t,t = .u () u ist echtes Su�x von t.Zur Bezeichnung des Beginns/Endes eines Teilwortes w = al+1 : : : ar in t =a1 : : : an wird die Notation t = lwr f�ur 0 � l � r � n verwendet1.Ein Pr�a�x oder Su�x von t hei�t eingebettet, wenn es noch an irgendeinerweiteren Stelle in t auftritt2:t = � v.v � () v ist eingebettetes Pr�a�x von t,t = � uu. � () u ist eingebettetes Su�x von t:Ein in t eingebettetes Pr�a�x (Su�x) ist also immer echtes Pr�a�x (Su�x)von t. Unter einem nicht-eingebetteten Pr�a�x (Su�x ) von t wird ein Pr�a�x(Su�x) von t verstanden, das nicht in t eingebettet ist3.Ein t-Wort w hei�t rechtsverzweigend bzw. linksverzweigend, wenn t von derForm t = � wxwy � ; x 6= y bzw. t = � xwyw � ; x 6= yist. Per de�nitionem sei das leere Wort " in jedem Text sowohl rechts- alsauch linksverzweigend.1Die Indizes l und r bezeichnen hier nicht Zeichen von t, sondern die Grenzen zwischenden Zeichen. Zur Motivation dieser Indizierungsweise s. [Mei86].2Die Notation t = nw1w2 o kennzeichnet, da� t sowohl von der Form t = w1 als auch vonder Form t = w2 ist.3Nicht aber ein beliebiges Wort w 2 A�, das nicht eingebettetes Pr�a�x (Su�x) von tist!
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2.2 A+-B�aume und verwandte Datenstruktu-ren2.2.1 A+-B�aumeIn Anlehnung an [GK94a] wird der �uberwiegende Teil der sp�ater f�ur Suf-�xb�aume verwendeten Terminologie f�ur eine allgemeinere Datenstruktur, dieA+-B�aume, de�niert.De�nition 2.1 (A+-Baum)Ein A+-Baum T ist ein Baum mit Wurzel und Kantenmarkierungen aus A+.Dabei darf von jedem Knoten k in T f�ur jedes a 2 A h�ochstens eine a-Kantek a�! � ausgehen4. 2Terminologie:� Die Menge aller Kanten einesA+-Baumes T wird mit edges(T ) bezeich-net, die Menge aller Knoten mit nodes(T ) und die Wurzel mit root(T ).Ein Knoten aus nodes(T ) hei�t Blatt von T , wenn an ihm keine Kantebeginnt. Alle anderen Knoten hei�en innere Knoten von T .� Die Anzahl Knoten jnodes(T )j eines A+-Baumes T wird als Gr�o�e vonT , kurz jT j, bezeichnet.� Ein innerer Knoten hei�t verzweigend, wenn an ihm mindestens zweiKanten beginnen, sonst hei�t er nicht-verzweigend.� F�ur einen gegebenen A+-Baum T bezeichnet s-path(k) die Hinterein-anderh�angung (Konkatenation) der Kantenmarkierungen auf dem (ein-deutigen) Weg von der Wurzel zum Knoten k. Mit p-path(k) wird dieKonkatenation der Markierungen auf demWeg vom Knoten k zur Wur-zel von T bezeichnet5.O�ensichtlich gilt: s-path(k) = (p-path(k))�1.4Als Bezeichner f�ur Knoten wird in dieser Arbeit in der Regel die Variable k verwen-det, in Ausnahmef�allen treten aber auch l�angere Namen auf. Falls die Bezeichnung einesKnotens irrelevant ist, kann dieser durch einen Punkt � gekennzeichnet werden. Hier istdas der Knoten, an dem die a-Kante endet.5Die Begri�e s-path(k) und p-path(k) sind ein Vorgri� auf die in Abschnitt 2.2.2 ein-zuf�uhrenden Su�x- und reversen Pr�a�xb�aume. �Ublicherweise �nden Pfade der s-Art beider Betrachtung von Su�xb�aumen Verwendung, wogegen in reversen Pr�a�xb�aumen diep-Sichtweise �uberwiegt. 5



� Wegen der geforderten Eindeutigkeit der a-Kanten imA+-Baum T gibtes umgekehrt zu einem vorgegebenen Wort w auch nur h�ochstens einenKnoten k in T mit s-path(k) = w bzw. p-path(k) = w. Aufgrunddieser eineindeutigen Beziehung kann jeder Knoten k mit dem zu ihmf�uhrenden Pfad identi�ziert werden. Zwei �aquivalente Bezeichnungensind m�oglich:1. k = �!w , falls w = s-path(k).2. k = �w , falls w = p-path(k).� Es l�a�t sich leicht einsehen, da� f�ur alle Knoten �!v auf dem Weg vonder Wurzel zu einem Knoten �!w v Pr�a�x von w ist. Dar�uber hinausenth�alt T wegen der Eindeutigkeitsforderung der a-Kanten keine wei-teren Knoten, die Pr�a�xe von w repr�asentieren.Analoges gilt f�ur  �w : Auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten  �wliegen genau die Knoten  �v in T mit w = v.� Ein Wort w hei�t als S-Wort im A+-Baum T repr�asentiert, falls eseinen Knoten �!w 2 nodes(T ) gibt. Die Menge aller in T als S-Wortrepr�asentierten Worte wird mit s-words(T ) bezeichnet.Analog ist p-words(T ) = fw 2 A�j �w 2 nodes(T )g.O�ensichtlich gilt: w 2 s-words(T ) gdw. w�1 2 p-words(T ).� F�ur ein Wort w 2 s-words(T ) hei�t in Anlehnung an [Ukk93] (�!v ; u)Referenzpaar von w bez�uglich T , falls �!v Knoten in T und w = vuist6. Falls v das l�angste solche Pr�a�x von w ist, hei�t locT (w) = (�!v ; u)kanonisches Referenzpaar oder Lokation7 von w bez�uglich T .� Ein kanonisches Referenzpaar der Form (�!v ; ") hei�t expliziter Knoten;ein kanonisches Referenzpaar der Form (�!v ; au) hei�t impliziter Kno-ten, weil der Knoten ��!vau nicht explizit in T existiert, er aber implizit"innerhalb\ der Kante �!v au�! ���!vau vorhanden ist.An einigen Stellen wird es von Nutzen sein, die Notation der kanoni-schen Referenzpaare impliziter Knoten zu Quadrupeln zu erweitern:locT (w) = (�!v ; au; s;���!vaus );falls w = vau und (�!v ; au) impliziter Knoten "innerhalb\ der Kante�!v aus�! ���!vaus von T ist.6Analog lie�en sich Referenzpaare auch �uber w 2 p-words(T ) de�nieren. Das Ergebnisunterscheidet sich aber nicht signi�kant von dem oben formulierten: ( �u ; v), falls �u Knotenin T und w = vu ist.7"Lokation\ ist die deutsche �Ubersetzung des englischen location aus [Kur95].6



Ta �!" = �"r���	a�!a = �a r?a�!aa = �aa r?b��!aab = ��baa r?a��!aaba = ��abaa r
@@@Rb �!b = �br���	a�!ba = �abr?b��!bab = ��babr @@@Rb �!bb = �bbr Ti �!" = �"r���	a�!a = �a r?ab��!aab = ��baa r?a��!aaba = ��abaar

@@@Rb �!b = �br������� ab��!bab = ��babr @@@Rb �!bb = �bbr Tc �!" = �"r�������������
aaba��!aaba = ��abaar

@@@Rb �!b = �br������� ab��!bab = ��babr @@@Rb �!bb = �bbr
Abbildung 2.1: DreiA+-B�aume, die die gleichen Wortmengen repr�asentieren:links der atomare Baum Ta, rechts der kompakte Baum Tc und in der Mitteein Zwischenstadium Ti.� Wie man leicht an den drei B�aumen Ta, Ti und Tc in Abb. 2.1 sieht, istdurch die Menge der in einem A+-Baum T repr�asentierten Worte nichtder Aufbau von T eindeutig bestimmt. Ta, Ti und Tc repr�asentierenn�amlich die gleichen Wortmengens-words(Ta) = s-words(Ti) = s-words(Tc) = f"; a; aa; aab; aaba; b; ba; bab; bbgbzw.p-words(Ta) = p-words(Ti) = p-words(Tc) = f"; a; aa; ab; abaa; b; baa; bab; bbg:� Der Baum Ta zeichnet sich dadurch aus, da� er ausschlie�lich Kantenmit Markierungen der L�ange 1 enth�alt. Solche Kanten werden als ato-mare Kanten bezeichnet. Ein A+-Baum, der ausschlie�lich atomareKanten enth�alt, hei�t atomarer A+-Baum.Im Unterschied dazu wird ein A+-Baum, der abgesehen von der Wurzelkeine nicht-verzweigenden inneren Knoten enth�alt, als kompakter A+-Baum bezeichnet. Der in Abb. 2.1 rechts abgebildete Baum Tc istkompakt.� Wie in [GK95] ausgef�uhrt, kann man zeigen, da� unter allenA+-B�aum-en, die eine vorgegebene Wortmenge repr�asentieren, der atomare Baumdie maximale und der kompakte Baum die minimale Anzahl expliziterKnoten enth�alt. Der atomare A+-Baum stellt die Normalform un-ter Kantenaufspaltung und der kompakte Baum die Normalform unterKantenkontraktion dar. 7
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Abbildung 2.2: Atomarer und kompakter Su�xbaum von t = aababa.2.2.2 Su�xb�aumeSu�xb�aume werden nun als spezielle A+-B�aume de�niert, so da� sich dieoben eingef�uhrte Terminologie automatisch auf sie �ubertr�agt.De�nition 2.2 (Su�xbaum)Ein Su�xbaum eines Textes t ist ein A+-Baum, der als S-Worte genau allet-Worte repr�asentiert. 2Bemerkungen zu De�nition 2.21. Wie alleA+-B�aume k�onnen auch Su�xb�aume verschiedene Auspr�agun-gen haben. In Abb. 2.2 sind f�ur den Text t = aababa der atomareSu�xbaum ast(t) und der kompakte Su�xbaum cst(t) angegeben.2. Wie in [AHU74] dargestellt, ergibt sich f�ur Texte t der L�ange n =jtj bei geeigneter Repr�asentation der Kantenmarkierungen folgenderPlatzbedarf:� O(n2) f�ur den atomaren Su�xbaum ast(t),� O(n) f�ur den kompakten Su�xbaum cst(t).Aus diesem Grunde ist f�ur relevante Anwendungen, insbesondere beilangen Texten, die kompakte Variante vorzuziehen.8



3. Eine sehr wichtige Eigenschaft des kompakten Su�xbaumes, auf dieauch in [CL94] hingewiesen wird, lautet:I. Jeder innere Knoten�!w von cst(t) korrespondiert mit einem rechts-verzweigenden8 t-Wort w.II. Jedes Blatt �!w von cst(t) korrespondiert mit einem nicht-einge-betteten9 Su�x w von t.Analog zum Su�xbaum l�a�t sich de�nieren:De�nition 2.3 (Reverser Pr�a�xbaum)Ein reverser Pr�a�xbaum eines Textes t ist ein A+-Baum, der als P -Wortegenau alle t-Worte repr�asentiert. 2Diese De�nition ist �aquivalent zu der in [GK94a] gegebenen:Ein reverser Pr�a�xbaum eines Textes t ist ein Su�xbaum desreversen Textes t�1,da ein Wort w 2 A� genau dann t-Wort ist, wenn w�1 t�1-Wort ist.Deshalb mu� f�ur reverse Pr�a�xb�aume auch keine eigene Notation eingef�uhrtwerden: Der atomare reverse Pr�a�xbaum eines Textes t ist gleich ast(t�1),der kompakte reverse Pr�a�xbaum von t ist gleich cst(t�1).2.2.3 Su�xlinksZur e�zienten Konstruktion von Su�xb�aumen und f�ur viele Anwendungenist eine zus�atzliche Art von Kanten n�utzlich, die quasi orthogonal zur ei-gentlichen Baumstruktur verlaufen. Obwohl diese "Su�xlinks\ urspr�unglicherstmals in [McC76] nur f�ur Su�xb�aume eingef�uhrt wurden, werden sie hierin Anlehnung an [GK94a] allgemein f�ur A+-B�aume de�niert:8Da " in dieser Arbeit als in jedem Text rechtsverzweigend de�niert wurde, ist hier(im Gegensatz zu [CL94], wo daf�ur eine spezielle Fallunterscheidung notwendig wird)root(cst(t)) als Repr�asentant von " in Fall I. mit eingeschlossen.9In [CL94] werden ausschlie�lich Texte t betrachtet, die mit einem sonst nicht in tauftretenden Zeichen $ enden, was bewirkt, da� kein Su�x von t eingebettet ist. Ausdiesem Grunde kann dort von einer allgemeinen Korrespondenz zwischen Su�xen undBl�attern des Su�xbaumes gesprochen werden.
9
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� cba9 c b��!cba = ��abc r ?a	a�!a = �arJJJJJJJJĴd b azdb ��!dba = ��abdr
T�1nl �!"r?a�!ar� bc��!abcr Ub d ��!abdrAbbildung 2.3: Ein A+-Baum Tnl mit Su�xlinks und sein Su�xlink-BaumT�1nl , der kein A+-Baum ist.De�nition 2.4 (Su�xlinks)Sei��!aw ein Knoten imA+-Baum T . Der Su�xlink von ��!aw ist die (zur Unter-scheidung von den Baum-Kanten gepunktet gezeichnete) Kante ��!aw ����������� �!v ,wobei v das l�angste Su�x von w ist, das durch einen expliziten Knoten �!vin T repr�asentiert wird10.Su�xlinks k�onnen markiert werden mit den vom Knoten ��!aw = �!uv zu Kno-ten �!v wegfallenden Zeichen: �!uv u����������� �!v . 2Bemerkungen11 zu De�nition 2.41. Su�xlinks spielen eine wichtige Rolle bei der e�zienten Konstruktionvon Su�xb�aumen, deren e�zienteste Vertreter in [McC76] und [Ukk93]beschrieben sind:"All clever variations of subword trees are built in linear timeby resorting to similar properties.\ [Apo85]2. Die Su�xlinks eines A+-Baumes T bilden f�ur sich genommen ebenfallseinen Baum, den Su�xlink-Baum von T , kurz T�1. Dieser Baum ist imallgemeinen kein A+-Baum, wie man an dem Beispiel T�1nl in Abb. 2.3sieht.10Verglichen mit der De�nition in [GK94a] haben hier Su�xlinks die umgekehrte Rich-tung, so da� sie, ohne da� ein Umdrehen n�otig ist, einen Baum bilden. Dennoch "beginnt\der Su�xlink bei ��!aw und "endet\ bei �!v .11Entnommen aus [GK94a]. 10



Tnd �!" = �"r������� ba�!ba = �ab r AAAAAAUc a �!ca = �acrAbbildung 2.4: Ein A+-Baum Tnd, zu dem kein dualer A+-Baum existiert.3. In einem atomaren Su�xbaum sind auch alle Su�xlinks atomar, ineinem kompakten Su�xbaum zumindest die Su�xlinks innerer Knoten.2.2.4 Dualit�at von A+-B�aumenIn diesem Abschnitt wird eine allgemeine De�nition f�ur die Dualit�at zweierA+-B�aume eingef�uhrt:De�nition 2.5 (Dualit�at zweier A+-B�aume)Zwei A+-B�aume T1 und T2 hei�en dual, falls f�ur jeden in T1 enthaltenenKnoten �!w ein Knoten  �w in T2 existiert und umgekehrt. 2Bemerkungen zu De�nition 2.51. Nicht zu jedem A+-Baum existiert ein dualer Baum. Beispielsweisem�u�te der zu dem A+-Baum Tnd (Abb. 2.4) duale Baum die Knoten�!ab und �!ac enthalten. EinA+-Baum mit diesen beiden Knoten enth�altaber notwendigerweise auch den Knoten �!a , mit dem Resultat, da� ernicht dual zu Tnd sein kann, da  �a =2 nodes(Tnd).2. Falls der zu einem A+-Baum T duale Baum existiert, ist dies derSu�xlink-Baum von T .Der Beweis der zweiten Bemerkung wird erst in Abschnitt 2.3.2 (Lemma 2.12)durchgef�uhrt, da mit der bis dahin eingef�uhrten Notation eine einfachereArgumentation m�oglich ist.2.2.5 Dualit�atseigenschaften von Su�xb�aumenDie im folgenden beschriebenen Eigenschaften von Su�xb�aumen sind aus[GK94a] entnommen, wo auch der Beweis von Satz 2.7 zu �nden ist.11



Satz 2.6 (Dualit�at atomarer Su�xb�aume)Der zu einem atomaren Su�xbaum ast(t) duale A+-Baum existiert immerund ist gleich dem atomaren reversen Pr�a�xbaum ast(t�1). 2Nach den bis hierher erfolgten �Uberlegungen ist diese Behauptung o�ensicht-lich, da genau alle t-Worte in ast(t) durch explizite Knoten �!w und in ast(t�1)durch explizite Knoten  �w repr�asentiert sind.Da aber im Falle des kompakten Su�xbaumes cst(t) nicht immer zu jedemKnoten �!w ein korrespondierender Knoten  �w in cst(t�1) existiert, gilt f�urdiesen nur eine schw�achere Variante des obigen Satzes:Satz 2.7 (Schwache Dualit�at kompakter Su�xb�aume)Der Su�xlink-Baum (cst(t))�1 eines kompakten Su�xbaumes cst(t) ist einA+-Baum, dessen Knotenmenge eine Teilmenge der Knotenmenge von cst(t�1)ist. Dar�uber hinaus gilt: ((cst(t))�1)�1 = cst(t). 2Hier stellt sich nun die Frage, ob es eine M�oglichkeit gibt, die E�zienz derDarstellung von kompakten Su�xb�aumen mit den Symmetrieeigenschaftendualer B�aume zu verbinden. Wie man in Kapitel 3 sehen wird, stellen Af-�xb�aume eine elegante L�osung dar.2.3 Bi-B�aumeTrotz der Bezeichnung "A�xbaum\ handelt es sich bei diesem im strengerenSinne gar nicht um einen Baum, sondern um den Spezialfall eines Bi-Baumes,einen aus zwei B�aumen zusammengesetzten Graphen. Dieser soll nun alsletzte der grundlegenden Datenstrukturen eingef�uhrt werden.2.3.1 De�nition der DatenstrukturDe�nition 2.8 (Erweiterung von A+-B�aumen)Seien T und U zwei A+-B�aume. Die U-Erweiterung von T , kurz TU , ist derA+-Baum, der entsteht, wenn man alle diejenigen impliziten Knoten (�!w ; au)von T , die als explizite Knoten ���wau in U enthalten sind, zu expliziten Knoten���!wau in TU macht. 2In Abb. 2.5 sind zwei A+-B�aume S und P sowie deren gegenseitige Erweite-rungen SP und PS abgebildet. 12
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Abbildung 2.5: Zwei A+-B�aume S und P sowie deren gegenseitige Erweite-rungen SP und PS.
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Bemerkungen zu De�nition 2.81. Die Menge der von einem A+-Baum repr�asentierten Worte bleibt beiErweiterungen unver�andert.2. Atomare A+-B�aume sind invariant unter Erweiterungen, da sie keineimpliziten Knoten enthalten.De�nition 2.9 (Reverse Vereinigung zweier A+-B�aume, Bi-Baum)Seien S und P zwei A+-B�aume. Die reverse Vereinigung von S und P , kurzS eSP , ist folgenderma�en de�niert:1. S eSP enth�alt alle Knoten von SP und PS, wobei Knoten �!w 2 nodes(SP )mit Knoten  �w 2 nodes(PS) zu �!w = ��w�1 identi�ziert werden12:nodes(S eSP) = nodes(SP ) e[ nodes(PS);mitA e[ B = f�!w = ��w�1j�!w 2 A ^ �w 2 Bg[ f�!w j�!w 2 A ^ �w =2 Bg [ f ��w�1j �w 2 B ^ �!w =2 Ag:2. S eSP erbt alle Kanten von SP und PS:s-edges(S eSP) = edges(SP ); genannt S-Kanten,p-edges(S eSP) = edges(PS); genannt P -Kanten. 2In Abb. 2.6 ist die reverse Vereinigung S eSP der A+-B�aume S und P ausAbb. 2.5 dargestellt. S-Kanten werden dort mit durchgezogenen Pfeilen,P -Kanten mit gepunkteten Pfeilen gekennzeichnet.Terminologie:� Der so entstehende zweigef�arbte Multigraph mit Wurzel und Kanten-markierungen aus A+ wird als Bi-Baum13 bezeichnet, der Knoten �!" = �" alsWurzel von S eSP oder root(S eSP) und jnodes(S eSP)j als Gr�o�e vonS eSP , kurz jS eSP j.12An dieser Stelle schleicht sich eine kleine Unsymmetrie bzgl. S und P in die Notationein: Knoten �!w 2 nodes(SP ) werden als �!w in S eSP �ubernommen, wogegen die Bezeichnungvon  �w 2 nodes(PS) zu  ���w�1 umgedreht wird. Hierbei handelt es sich aber ausschlie�lichum einen E�ekt der Notation. Die Struktur von S eSP ist v�ollig symmetrisch in S und P .13Diese Bezeichnung, nicht zu verwechseln mit dem Bin�arbaum, stammt aus [Wei73], woallerdings ausschlie�lich die duale atomare Variante betrachtet und als bi-tree bezeichnetwird. 14



S eSP �!" = �"r����	a� a�!a = �a r
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@@@@Rb-b r Uc  �bcr�!b = �br����	aqb �!ba = �abr?b��!babr @@@@Rb r Ub  ��bbbr-b�!bb = �bb r?a��!bba rAbbildung 2.6: Die reverse Vereingung S eSP der A+-B�aume S und P ausAbb. 2.5.� Der von den S-Kanten gebildete Teilgraph von S eSP ist identisch mit SPund wird als S-Baum (in S eSP) bezeichnet. Er repr�asentiert dieselbenWorte wie S:s-words(S eSP) = fw 2 A�j�!w 2 nodes(S eSP)g = s-words(S):Analog ist der von den P -Kanten gebildete Teilgraph gleich PS undwird als P -Baum (in S eSP) bezeichnet. Er repr�asentiertp-words(S eSP) = fw 2 A�j �w 2 nodes(S eSP)g = p-words(P ):Die Eigenschaft w 2 s-words(T ) () w�1 2 p-words(T ) der A+-B�aume gilt also nicht mehr allgemein f�ur Bi-B�aume (wohl aber f�ur dieim n�achsten Abschnitt betrachteten dualen Bi-B�aume).� Anhand der Struktur dieser beiden in S eSP enthaltenen A+-B�aume wer-den die Begri�e Blatt im S-/P -Baum und innerer verzweigender/nicht-verzweigender Knoten im S-/P -Baum f�ur Bi-B�aume de�niert.� Jetzt gibt es zwei unterschiedliche Arten von Referenzpaaren in T =S eSP :{ F�ur w 2 s-words(T ) hei�t (�!v ; u) S-Referenzpaar von w, falls�!v 2 nodes(T ) und w = vu.{ F�ur w�1 2 p-words(T ) hei�t ( �u ; v) P -Referenzpaar von w, falls �u 2 nodes(T ) und w = vu.15



Kanonisches S-/P -Referenzpaar bzw. S-/P -Lokation (s-locT (w), p-locT (w))ergeben sich daraus analog zu den entsprechenden De�nitionen f�ur A+-B�aume.� Wie f�urA+-B�aume gilt auch f�ur Bi-B�aume: Der Weg von der Wurzel zueinem Knoten �!w entlang den S-Kanten durchl�auft genau alle in S eSPenthaltenen Knoten �!v , die Pr�a�xe v von w repr�asentieren. Ebensodurchl�auft der Weg entlang den P -Kanten zum Knoten  �w genau diein S eSP enthaltenen Knoten  �u mit w = u.� �Ahnlich wie f�ur A+-B�aume sind atomarer und kompakter Bi-Baumde�niert: Ein Bi-Baum, der ausschlie�lich atomare Kanten enth�alt,wird als atomarer Bi-Baum bezeichnet, ein Bi-Baum, der (abgesehenvon der Wurzel) keine inneren Knoten enth�alt, die weder im S- nochim P -Baum verzweigen, als kompakter Bi-Baum.2.3.2 Dualit�at von Bi-B�aumenDe�nition 2.10 (Dualer Bi-Baum)Ein Bi-Baum S eSP hei�t dual, falls jeder Knoten von S eSP sowohl Knoten imS-Baum als auch Knoten im P -Baum in S eSP ist. 2Den Zusammenhang zur Dualit�at zweier A+-B�aume beschreibt der folgendeSatz:Satz 2.11 (�Aquivalenz der Dualit�atsbegri�e)S eSP ist dual () SP und PS sind duale A+-B�aume. 2BeweisS eSP ist dual () jeder Knoten �!w =  ��w�1 2 nodes(S eSP) liegt sowohl imS- als auch im P -Baum von S eSP() �!w 2 nodes(SP ) gdw.  �w 2 nodes(PS)() SP und PS sind dual. 2Jetzt haben wir das n�otige Handwerkszeug beisammen, um die oben unbe-wiesene zweite Bemerkung zu De�nition 2.5 zeigen zu k�onnen, n�amlich da�16



der zu T duale A+-Baum gleich dem Su�xlink-Baum von T ist; oder in derTerminologie der Bi-B�aume:Lemma 2.12 (Der duale Baum ist der Su�xlink-Baum)Die P -Kanten eines dualen Bi-Baumes S eSP sind die Su�xlinks des S-Baumesin S eSP und umgekehrt. 2BeweisGegeben ein beliebiger Knoten ��!aw 2 nodes(S eSP). Sei u das l�angste Su�xvon w, so da� �!u ebenfalls Knoten in S eSP ist. Es ist zu zeigen, da� an ��!aweine P -Kante endet, die bei �!u beginnt: �!u a����������� ��!aw 2 p-edges(S eSP).1. Aufgrund der Dualit�at von S eSP ist ��!aw auch Knoten im P -Baum inS eSP . Es mu� also einen Weg von der Wurzel entlang den P -Kanten zu��!aw geben.2. O�ensichtlich mu� auf diesem Weg der Knoten �!u liegen, da u Su�xvon aw ist.3. Bleibt also zu zeigen, da� zwischen �!u und ��!aw kein weiterer Knotenliegen kann. W�are dies aber der Fall, so h�atte er die Bezeichnung �!zumit w = .zu; z 2 A+, was im Widerspruch zu der Annahme steht, da�u das l�angste Su�x von w ist, das durch einen expliziten Knoten inS eSP repr�asentiert wird.Da wegen der Dualit�at von S eSP kein Knoten nur im P -Baum in S eSP vorhan-den ist, ist damit auch gezeigt, da� es keine weiteren P -Kanten geben kann,die nicht Su�xlinks irgendeines Knotens ��!aw sind.Wegen der Symmetrie des Bi-Baumes gilt dieser Beweis analog auch, wennman S- und P -Baum vertauscht. 2Ein Bi-Baum kann also auch als A+-Baum mit markierten Su�xlinks be-trachtet werden. In dieser "Su�xbaum-Sichtweise\ wird eine P -Kante � �����������k synonym auch als Su�xlink von k bezeichnet.
17



Kapitel 3A�xb�aume
3.1 De�nition der DatenstrukturDie in Kapitel 2 vorgestellten Begri�e und Konzepte bilden die Basis f�ur dienun einzuf�uhrende Datenstruktur, der das eigentliche Interesse dieser Arbeitgilt:De�nition 3.1 (A�xbaum)Die reverse Vereinigung eines Su�xbaumes und eines reversen Pr�a�xbaumesdesselben Textes t hei�t A�xbaum1 von t. 2Der S-Baum in einem A�xbaum ist also ein Su�xbaum, der P -Baum einreverser Pr�a�xbaum von t. Die S-Kanten von A�xb�aumen werden dement-sprechend auch als Su�x(baum)kanten und die P -Kanten als Pr�a�x(baum)kan-ten bezeichnet.Bemerkungen zu De�nition 3.11. F�ur A�xb�aume ergeben sich als Normalformen unter Kantenaufspal-tung/Kantenkontraktion:� der atomare A�xbaum von t, kurz aat(t), der durch die rever-se Vereinigung von ast(t) und ast(t�1) entsteht. Er enth�alt diegleichen Knoten wie der atomare Su�xbaum von t.1In der Linguistik ist "A�x\ eine Sammelbezeichnung f�ur Wortbildungselemente wieSu�xe und Pr�a�xe. 18
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Rab ��!abar?ba� a���!ababarAbbildung 3.1: Drei A�xb�aume f�ur den Text t = aababa.� der kompakte A�xbaum cat(t), der die reverse Vereinigung voncst(t) und cst(t�1) darstellt. Er enth�alt bis auf die Wurzel keineinneren Knoten, die weder im Su�x- noch im Pr�a�xbaum ver-zweigen.In Abb. 3.1 sind der atomare (links) und der kompakte A�xbaum(rechts), sowie ein Zwischenstadium (Mitte) f�ur den Text t = aababaabgebildet.2. �Ahnlich wie f�ur den kompakten Su�xbaum l�a�t sich auch f�ur den kom-pakten A�xbaum eine sehr wichtige Korrespondenzeigenschaft der inihm enthaltenen Knoten angeben:Der kompakte A�xbaum cat(t) enth�altI. einen inneren verzweigenden Knoten im Su�xbaum f�ur jedes rechts-verzweigende t-Wort,II. ein Blatt im Su�xbaum f�ur jedes nicht-eingebettete Su�x von t,III. einen inneren verzweigenden Knoten im Pr�a�xbaum f�ur jedes links-verzweigende t-Wort undIV. ein Blatt im Pr�a�xbaum f�ur jedes nicht-eingebettete Pr�a�x von t.Es k�onnen aber auch doppelt verzweigende Knoten (Knoten der FormI. und III.) sowie Doppelbl�atter (II. und IV.) auftreten, wie man am19



kompakten A�xbaum in Abb. 3.1 sieht:Knoten in cat(aababa) �!" �!a �!aa ��!aab ���!aaba ����!aababArt des Knotens I./III. I./III. IV. IV. IV. IV.�����!aababa �!ab ��!aba ����!ababa ���!babaII./IV. III. III. II. II.Dagegen ist es nicht m�oglich, da� ein innerer verzweigender Knotenund ein Blatt aufeinanderfallen, da das einem rechts- oder linksver-zweigenden t-Wort entspr�ache, das gleichzeitig nicht-eingebettetes Suf-�x/Pr�a�x ist, was sich o�ensichtlich gegenseitig ausschlie�t.Um also disjunkte Klassen zu erhalten, m�ussen noch zus�atzlich folgendeF�alle betrachtet werden:V. doppelt verzweigende Knoten f�ur sowohl rechts- als auch linksver-zweigende t-Worte;VI. Doppelbl�atter f�ur t-Worte, die sowohl nicht-eingebettete Su�xeals auch nicht-eingebettete Pr�a�xe von t sind.O�enbar kommt f�ur VI. nur t selber in Frage.3. Ein kompakter A�xbaum kann nicht-atomare Kanten enthalten, diezu inneren Knoten f�uhren, ein Beispiel ist die Kante �!a ba����������� ��!aba incat(aababa), Abb. 3.1 rechts. Bezogen auf die Su�xbaum-Sichtweisebedeutet dies, da� es im Su�xbaum in cat(t) innere Knoten mit nicht-atomaren Su�xlinks geben kann. Es ist aber leicht ersichtlich, da�ein solcher Knoten ��!aw im Su�xbaum in cat(t) nicht verzweigt: Dennsonst w�are (gem�a� I.) aw rechtsverzweigendes t-Wort, ebenso w, undda w l�angstes als Knoten in cat(t) repr�asentiertes Su�x von aw ist,w�are der Su�xlink von ��!aw atomar: ��!aw a����������� �!w .Eine sch�one Eigenschaft von A�xb�aumen, die deren symmetrische Strukturunterstreicht, wird durch den folgenden Satz ausgedr�uckt2:Satz 3.2 (Dualit�at von A�xb�aumen)A�xb�aume sind dual. 22Von der �Uberlegung, aus diesem Grunde von Pr�a- und Su�xen g�anzlich zu abstrahie-ren (beispielsweise durch eine Terminologie mit Fix und Anti�x ) wurde wieder Abstandgenommen, da dies die Anschaulichkeit sehr stark gemindert h�atte. F�ur Beispiele h�atteohnehin stets eine Instantiierung der Art Fix = Su�x und Anti�x = Pr�a�x (oder umge-kehrt) wieder eingef�uhrt werden m�ussen. 20



BeweisSeien S ein Su�xbaum und P ein reverser Pr�a�xbaum ein- und dessel-ben Textes t. Dann ist zu zeigen, da� SP und PS dual sind, d. h. �!w 2nodes(SP ) ()  �w 2 nodes(PS).\=)" Sei �!w 2 nodes(SP ).) w 2 s-words(SP ) = s-words(S) = t-words = p-words(P ), w mu�also als expliziter oder impliziter Knoten in P repr�asentiert sein.) 2 F�alle: 1.  �w ist expliziter Knoten in P ;)  �w ist auch in PS explizit;oder 2. w wird durch einen impliziten Knoten in P repr�asentiert;) �!w ist expliziter Knoten in S, denn sonst w�are �!wnicht explizit in SP ;)  �w wird also bei der S-Erweiterung von P zu PSexplizit gemacht.\(=" Die andere Richtung l�a�t sich analog beweisen. 23.2 Platzbedarf von A�xb�aumenExemplarisch soll in diesem Abschnitt an den Extremf�allen aat und cat dieGr�o�e von A�xb�aumen untersucht werden. Die zun�achst betrachteten asym-ptotischen Absch�atzungen folgen unmittelbar aus der A�xbaum-De�nition,wogegen zu der darauf folgenden Ermittlung des exakten maximalen Platz-bedarfs von cat aufwendigere �Uberlegungen notwendig sind. Abschlie�endsollen noch einige Bemerkungen �uber die erwartete Gr�o�e von A�xb�aumenzuf�alliger Texte gemacht werden.3.2.1 Asymptotischer PlatzbedarfDa durch die reverse Vereinigung zweier A+-B�aume sich deren Knotenzahlmaximal addiert, ergibt sich asymptotisch f�ur Texte t der L�ange n = jtjfolgende Gr�o�e von A�xb�aumen:aat(t) enth�alt als reverse Vereinigung von ast(t) und ast(t�1) maximalO(n2) Knoten,cat(t) hat analog als reverse Vereinigung von cst(t) und cst(t�1) mit je O(n)Knoten im worst case ebenfalls O(n) Knoten.21



W�ahrend im allgemeinen Fall Bi-B�aume auch Knoten enthalten k�onnen, dienur auf einem Weg erreichbar sind, sind im A�xbaum alle Knoten sowohlim Su�x- als auch im Pr�a�xbaum enthalten. An jedem Knoten au�er derWurzel endet also genau eine Su�x- und genau eine Pr�a�xkante. Somit hatjeder A�xbaum mit p Knoten genau 2p� 2 Kanten, womit der Platzbedarff�ur die Kanten von cat(t) ebenfalls in die Klasse O(n) f�allt. Diese Angabengelten ebenfalls f�ur die Markierungen, da jede Markierung, �ahnlich wie beiSu�xb�aumen, mit konstantem Platzbedarf gespeichert werden kann, wie inAbschnitt 3.3.2 gezeigt wird.Die weitergehende Diskussion des exakten Platzbedarfs im n�achsten Ab-schnitt kann sich damit auf die Knotenzahl von A�xb�aumen beschr�anken.3.2.2 Maximaler Platzbedarf von kompakten A�xb�au-menObwohl f�ur Komplexit�ats�uberlegungen h�au�g die asymptotischen Angabenausreichen, ist es f�ur die praktische Implementierung eines Algorithmus eben-so wichtig, den konstanten Faktor zu bestimmen, der den worst case nachoben beschr�ankt. Dies wird nun f�ur den interessanteren Fall des kompaktenA�xbaumes durchgef�uhrt, dessen Gr�o�e, wie oben gezeigt, proportional zurL�ange des Textes ist.Zu diesem Zweck soll zun�achst daran erinnert werden, da� die exakte Gr�o�edes kompakten Su�xbaumes eines Textes t der L�ange n > 1 maximal 2n� 1Knoten betr�agt. Ein Beispiel hierf�ur ist der Text t = an�1$ mit n B�atternund n� 1 verzweigenden inneren Knoten.Aus Symmetriegr�unden ergibt sich dieselbe Zahl nat�urlich auch f�ur den kom-pakten reversen Pr�a�xbaum und man erh�alt f�ur die reverse Vereinigung derbeiden B�aume im H�ochstfall den doppelten Wert: 4n� 2. Da bei der rever-sen Vereinigung von Su�x- und reversem Pr�a�xbaum jedoch mindestens zweiKnoten aufeinanderfallen, n�amlich die Wurzel und der Knoten �!t = ��t�1, er-gibt sich schlie�lich f�ur n > 1 als eine obere Schranke f�ur die Knotenzahl4n� 4.Ein Beispiel, f�ur das dieser Wert exakt erreicht wird, kann in dieser Arbeitleider nicht gegeben werden. Im folgenden wird aber ein Text diskutiert,f�ur den die relative Abweichung der Knotenzahl von 4n beliebig klein wird,womit gezeigt ist, da� der gesuchte konstante Faktor gleich 4 ist.Man betrachte daf�ur ein Alphabet Ak der beliebigen, aber festen Gr�o�e kAk = fa1; a2; a3; : : : ; akg22



und den Text tk = a1(a2a3 : : : ak�1)kak:Dieser Text hat die L�ange n = jtkj = 1 + k(k � 2) + 1 = k2 � 2k + 2.Zur Ermittlung der exakten Knotenzahl von cat(tk) sind in Tabelle 3.1 allesechs m�oglichen Arten von tk-Worten angegeben, die den Klassen I. { VI. vonKnoten im kompakten A�xbaum cat(tk) entsprechen. Die mittlere Spaltezeigt diese Worte am Beispiel k = 6, A6 = fa; b; c; d; e; fg, t6 = a(bcde)6f,in der rechten Spalte ist die Anzahl f�ur allgemeines k angegeben.Damit enth�alt cat(tk) also insgesamtjcat(tk)j = 2(k � 3)(k � 1) + 2(n� 1) + (k � 1) + 1= 2(k2 � 4k + 3) + 2(k2 � 2k + 2)� 2 + (k � 1) + 1= 4k2 � 11k + 8Knoten.Die relative Abweichung von 4n = 4k2�8k+8 wird damit f�ur gro�e k beliebigklein3: jcat(tk)j � 4n4n = �3k4k2 � 8k + 8 = � 3k4� 8k + 8k2 �!k!1 03.2.3 Erwarteter PlatzbedarfIn dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Beispieltext tk steigt das Verh�alt-nis jcat (tk)jn mit der Alphabetgr�o�e asymptotisch gegen 4 an.Im Gegensatz dazu �ndet man aber bei zuf�allig erzeugten Texten4, da� f�urgr�o�ere Alphabete kleinere B�aume entstehen (s. Abb. 3.2). Da� die Textl�angen auf dieses Ph�anomen keinen Ein
u� hat, �uberrascht im �ubrigen nicht.Um die Alphabetgr�o�enabh�angigkeit zu erkl�aren, die genauso auch in Suf-�xb�aumen auftritt (s. Abb. 3.3), werden, zun�achst f�ur den Su�xbaum, dreiAnnahmen gemacht:1. Da die erwartete L�ange des l�angsten repeats innerhalb eines Textest 2 An nach [AS92] von der Ordnung logn ist, k�onnen f�ur lange Textedie E�ekte eingebetteter Su�xe vernachl�assigt werden. Es kann alsowie f�ur Texte, die mit einem sonst nicht in t auftretenden Zeichen $enden, mit n Bl�attern im Su�xbaum gerechnet werden.3Die Notation q �!k!1 0 ist eine abk�urzende Schreibweise f�ur limk!1(q) = 0.4Zur hier verwendeten Bernoulli-Verteilung s. [AS92].23



Knotenart k = 6; n = jtkj = 26 allgemeinI. innerer Knoten imSu�xbaum (rechts-, abernicht linksverzweigendestk-Wort) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef� � � (k � 3)(k � 1)II. Blatt im Su�xbaum(nicht-eingebettetes Su�x,das aber nichtnicht-eingebettetes Pr�a�xvon tk ist) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef� � � n� 1III. innerer Knoten imPr�a�xbaum (links-, abernicht rechtsverzweigendestk-Wort) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef� � � (k � 3)(k � 1)IV. Blatt im Pr�a�xbaum(nicht-eingebettetes Pr�a�x,das aber nichtnicht-eingebettetes Su�xvon tk ist) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef� � � n� 1V. doppelt verzweigenderKnoten (sowohl rechts- alsauch linksverzweigendestk-Wort) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef k � 1VI. Doppelblatt (sowohlnicht-eingebettetes Su�xals auch nicht-eingebettetesPr�a�x) abcdebcdebcdebcdebcdebcdef 1Tabelle 3.1: Aufteilung der Knoten von cat(tk) am Beispiel k = 6 und allge-mein.
24



01
23
45
6

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000
jcat(t)jn

n

jAj = 2jAj = 4jAj = 20jAj = 90

Abbildung 3.2: Die Gr�o�e von cat(t) f�ur zuf�allige Texte t, abh�angig von derTextl�ange n und der Alphabetgr�o�e jAj.
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Abbildung 3.3: Die Gr�o�e von cst(t) f�ur zuf�allige Texte t, abh�angig von derTextl�ange n und der Alphabetgr�o�e jAj.25



2. Bei Alphabeten der Gr�o�e k ist der Verzweigungsgrad innerer Knotenvon k abh�angig. Im folgenden wird ein konstanter Wert q � 2 ange-nommen. (Es wird sich zeigen, da� der exakte Wert f�ur qualitativeErgebnisse irrelevant ist.)3. F�ur zuf�allige Texte t ist der Su�xbaum ausbalanciert, so da� alleBl�atter in einer Ebene liegen.Mit diesen Annahmen enth�alt ein kompakter Su�xbaum der Tiefe d (d. h.mit d+ 1 Ebenen i = 0 : : : d) in Ebene i genau qi Knoten, insgesamt alsod�1Xi=0 qi = qd � 1q � 1 innere Knoten und qd Bl�atter.Das Verh�altnis von inneren Knoten zu Bl�attern betr�agt damitqd � 1q � 1 � 1qd = 1� 1qdq � 1 �!d!1 1q � 1 :F�ur kleine Alphabete (q � 2) erwartet man also ein Verh�altnis von 1, wo-gegen sich das Verh�altnis f�ur gro�e Alphabete (q ! 1) asymptotisch vonoben gegen 0 ann�ahert. Dies entspricht einer Knotenzahl von 2n f�ur kleineAlphabete und einer Ann�aherung an 1n f�ur gro�e Alphabete, was gut mitden empirischen Messungen in Abb. 3.3 �ubereinstimmt5.Dieses Verhalten ist qualitativ auf A�xb�aume �ubertragbar, da f�ur zuf�alligeTexte jcat(t)j proportional zu jcst(t)j sein sollte. Als Proportionalit�atsfaktorist bei quantitativem Vergleich von Abb. 3.2 mit Abb. 3.3 ein Wert zwischen1.6 und 1.8 anzunehmen.3.3 Repr�asentation von A�xb�aumenIn diesem Abschnitt soll nun er�ortert werden, wie A�xb�aume mit m�oglichstgeringem Speicherbedarf repr�asentiert werden k�onnen. Zun�achst werdenzwei generell unterschiedliche Repr�asentationsm�oglichkeiten f�ur A+- und Bi-B�aume diskutiert6, im zweiten Teil wird n�aher auf spezielle Eigenschaftender Repr�asentation eingegangen, die dem in Kapitel 4 vorgestellten online-Konstruktionsverfahren f�ur A�xb�aume zugrundeliegen.5Auch Blumer, Ehrenfeucht und Haussler [BEH89], die quantitative Untersuchungenzu dieser Fragestellung durchf�uhrten, kommen zu �ahnlichen Ergebnissen.6Ein �ahnlicher Vergleich f�ur Su�xb�aume wurde in [CS85] durchgef�uhrt.26



3.3.1 Kanten- vs. KnotenmarkierungenEine in vielen Implementierungen verwendete Art, A+-B�aume zu repr�asen-tieren, l�a�t sich in Form einer rekursiven Typ-Notation folgenderma�en dar-stellen7:AplusTree a = Node [(Label a,AplusTree a)].Ein A+-Baum wird also durch einen Wurzelknoten mit einer Liste von mar-kierten Kanten repr�asentiert, die zu je einem genauso aufgebauten Unter-baum f�uhren. Bl�atter werden in dieser Darstellung als Knoten mit leererKanten-/Unterbaumliste dargestellt. �Uber die Art der Kantenmarkierung,hier abstrakt mit (Label a) bezeichnet, wird sp�ater noch zu sprechen sein.F�ur Bi-B�aume enth�alt der entsprechende Typ zwei Listen von Kanten, diezu Unterb�aumen f�uhren, eine f�ur Su�x- und eine f�ur Pr�a�xkanten8:BiTree a = Node [(Label a, BiTree a)] [(Label a, BiTree a)].Als alternative Darstellungsform l�a�t sich ein A+-Baum aber auch knoten-markiert repr�asentierenAplusTree2 a = Node (Label a) [AplusTree2 a],d. h. ein Baum mit Wurzelknoten �!w wird durch das Wort w, wiederum ab-strakt als (Label a), und die Liste seiner Unterb�aume repr�asentiert. BeiBi-B�aumen werden zwei Unterbaum-Listen ben�otigt:BiTree2 a = Node (Label a) [BiTree2 a] [BiTree2 a].Bei dem Vergleich dieser beiden Darstellungen stellt man fest, da� die zweiteVariante sogar die m�achtigere der beiden ist: Aus der Kenntnis der Mar-kierungen zweier durch eine Kante verbundener Knoten l�a�t sich leicht dieMarkierung der sie verbindenden Kante berechnen�!u �! �!uv ) � v�! �;wogegen der umgekehrte Weg ohne Information �uber die Position der gege-benen Kante im Baum nicht m�oglich ist. Allerdings ist die Darstellung mit7Es wird die Syntax der lazy-funktionalen Programmiersprache Haskell [FHPW92] ver-wendet.8Durch die Symmetrie des Datentyps ist nicht festgelegt, welche der beiden Listen dieSu�x- und welche die Pr�a�xkanten repr�asentiert. Als Konvention sei die erste Liste stetsdie der Nachfolger im Su�xbaum, die zweite die der Nachfolger im Pr�a�xbaum.27



Knotenmarkierungen wiederum auch eingeschr�ankter in dem Sinne, da� siesich nicht f�ur beliebige kantenmarkierte B�aume anwenden l�a�t.Nun soll der Speicherbedarf der beiden Repr�asentationsformen miteinan-der verglichen werden. Dabei wird wiederum davon ausgegangen, da� je-des (Label a) mit dem gleichen konstanten Platzbedarf gespeichert werdenkann.F�ur A+-B�aume ist der Unterschied zwischen beiden Darstellungen unerheb-lich, da sie nahezu genauso viele Kanten wie Knoten enthalten.Bei Bi-B�aumen verh�alt es sich aber anders: Hier enden au�er an der Wurzelan jedem Knoten entweder eine oder zwei Kanten. Speziell im A�xbaumtritt stets der Maximalfall ein, so da� dieser ann�ahernd doppelt so vieleKanten wie Knoten enth�alt. Somit sind f�ur A�xb�aume Knotenmarkierungeneindeutig vorzuziehen. Das bedeutet zwar nicht, da� insgesamt nur die H�alftedes Speicherplatzes der Variante mit Kantenmarkierungen ben�otigt wird, daKanten, wenn auch ohne Markierung, dennoch repr�asentiert werden m�ussen.In der sp�ater beschriebenen Implementierung in C [KR78] wird sich aberdennoch eine beachtliche Einsparung von ca. 40% (128 statt 224 Byte proKnoten) ergeben.3.3.2 Art der KnotenmarkierungEine Voraussetzung f�ur die Diskussion des Speicherbedarfs im vorigen Ab-schnitt war, da� Kanten- wie Knotenmarkierungen vom Typ (Label a) mitkonstantem Aufwand gespeichert werden k�onnen. Dies ist f�ur Su�x- wie f�urA�xb�aume m�oglich, da f�ur jeden Knoten �!w 2 nodes(T ) w ein t-Wort istund somit die Markierung eines Knotens �!w durch ein Indexpaar (Label a)= (l; r) repr�asentiert werden kann, wenn t = lwr .In [Ukk93] wird diese Notation noch erweitert, indem Kanten, die zu einemBlatt des Su�xbaumes f�uhren, als sog. o�ene Kanten repr�asentiert werden,d. h. die rechte Markierung, die in diesem Fall gleich jtj ist, wird o�en gelas-sen, was durch das Zeichen 1 symbolisiert wird: (l; jtj) = (l;1).Diese Konvention l�a�t sich auch auf Knotenmarkierungen im A�xbaum T�ubertragen: Ein Blatt �!w im Su�xbaum in T wird als o�enes Su�xblattdurch das Indexpaar (l;+1) repr�asentiert, falls t = lwjtj, ein Blatt  �wim Pr�a�xbaum in T als o�enes Pr�a�xblatt durch das Paar (�1; r), fallst = 0w�1r .Die bekannte Notation �!w bzw.  �w wird bei o�enen Knoten um drei Punk-te erweitert zu ��!w::: bzw.  ��:::w. In Abb. 3.4 sind am Beispiel cat(aababa)28



cat(t) t = � � ��1=0a1a2b3a4b5a6=+1� � ��!" = (0; 0)r���	a� a�!a = (0; 1) r���	a� a���!:::aa = (�1; 2) r?b� a���!:::aab = (�1; 3) r?a
@@@Rb �ba�!ab= (1; 3)r?a

AAAAAAAAAAAAU
b a b azb ����!baba::: = (2;+1)r� a����!:::aaba = (�1; 4) r?b� a a b�����!:::aabab = (�1; 5) r?a� a�������!:::aababa::: = (�1;+1) r

Rab ��!aba = (1; 4)r?ba� a�����!ababa::: = (1;+1)rAbbildung 3.4: cat(aababa) mit Angabe der Knotenmarkierungen durch In-dexpaare.zus�atzlich dazu die Knotenmarkierungen auch als Indexpaare angegeben.3.4 Neuralgische Punkte im A�xbaum3.4.1 Aktives Su�x und aktives Pr�a�xBei der online-Konstruktion von Su�xb�aumen [Ukk93] ist eine Lokation vonentscheidender Bedeutung: der aktive Punkt. Dieser wandert w�ahrend derKonstruktion im Baum auf und ab, seine Rolle wird in [GK94a] folgender-ma�en beschrieben:"If t is to be extended to the right by another letter, changes inthe su�x tree (if any) will start at this point.\Es handelt sich hierbei um die Lokation des aktiven Su�xes von t in cst(t):De�nition 3.3 (Aktives Su�x, aktives Pr�a�x)Das aktive Su�x eines Textes t ist das l�angste eingebettete Su�x von t undwird mit �(t) bezeichnet. Das aktive Pr�a�x von t ist das l�angste eingebettetePr�a�x von t und wird mit ��1(t) bezeichnet. 229



Eine einfache, aber h�au�g ben�otigte Eigenschaft des aktiven Su�xes/Pr�a�xeswird durch folgendes Lemma ausgedr�uckt:Lemma 3.4 (Aktives Su�x/aktives Pr�a�x)Wenn das aktive Su�x �(t) nicht linksverzweigend ist, ist es Pr�a�x von t.Wenn das aktive Pr�a�x ��1(t) nicht rechtsverzweigend ist, ist es Su�x vont. 2BeweisSei t = xu, u = �(t) und u nicht linksverzweigend in t. Da u aktives Su�xvon t ist, mu� u ein weiteres Mal in t = � xuu. � auftreten. Das Zeichenlinks von u in der unteren Zeile kann aber weder ein x sein (weil dann xuaktives Su�x von t w�are), noch kann es ein anderes Zeichen y 6= x sein (dasonst u linksverzweigendes t-Wort w�are). Also kann links von u nur " stehen,d. h. u ist Pr�a�x von t = � xuu. � und u tritt kein weiteres Mal in t auf.Analog l�a�t sich die dazu symmetrische Aussage f�ur das aktive Pr�a�x zeigen.23.4.2 Aktives Su�x-/Pr�a�xblattNeben dem aktiven Su�x/Pr�a�x stellt sich f�ur die Konstruktion von kom-pakten A�xb�aumen noch ein zweiter Punkt als sehr wichtig heraus: dasaktive Su�x- bzw. Pr�a�xblatt9.Bei der Betrachtung des kompakten A�xbaumes T = cat(t) erkennt manleicht, da� der Pfad vom Knoten �!t aus entlang den Pr�a�xkanten zur Wurzelroot(T ) mit einer Reihe atomarer Su�xlinks beginnt, die nacheinander alleBl�atter des Su�xbaumes in T verbinden. Diese repr�asentieren zunehmendk�urzere nicht-eingebettete Su�xe von t.De�nition 3.5 (Aktives Su�x-/Pr�a�xblatt)Das Blatt im Su�xbaum in cat(t), das das k�urzeste nicht-eingebettete Su�xvon t repr�asentiert, hei�t aktives Su�xblatt in cat(t). Analog dazu wird dasBlatt im Pr�a�xbaum in cat(t), das das k�urzeste nicht-eingebettete Pr�a�x vont repr�asentiert, als aktives Pr�a�xblatt in cat(t) bezeichnet. 29Im Grunde ist dieses auch schon f�ur die Konstruktion von Su�xb�aumen relevant,allerdings nur, wenn auch Su�xlinks der Bl�atter betrachtet werden, was in den �ublichenVerfahren nicht der Fall ist. 30



In cat(aababa) (Abb. 3.4) ist ����!baba::: das aktive Su�xblatt und ���!:::aa dasaktive Pr�a�xblatt.Bemerkungen zu De�nition 3.51. Der Knoten, an dem der Su�xlink des aktiven Su�xblattes endet, re-pr�asentiert das l�angste eingebettete Su�x s von t, f�ur das ein expliziterKnoten �!s in cat(t) existiert.2. Wenn das aktive Su�x �(t) durch einen expliziten Knoten ��!�(t) incat(t) repr�asentiert wird, ist s = �(t) und der Su�xlink des aktivenSu�xblattes atomar.3. Das aktive Su�xblatt ist das einzige Blatt im Su�xbaum in cat(t),das auch einen nicht-atomaren Su�xlink haben kann, n�amlich genaudann, wenn das aktive Su�x �(t) nicht durch einen expliziten Knotenrepr�asentiert wird.Symmetrisch dazu lassen sich diese Beziehungen nat�urlich auch f�ur die Pr�a�x-sichtweise formulieren.3.5 Konstruktion von kompakten A�xb�aum-enIn dieser Arbeit werden drei Vorschl�age zur Konstruktion von kompaktenA�xb�aumen gemacht. Zwei dieser Ideen werden in den Abschnitten 3.5.1und 3.5.2 kurz vorgestellt, der dritte Ansatz wird in Kapitel 4 ausf�uhrlichbehandelt und zu einem konkreten Algorithmus weiterentwickelt.3.5.1 Konstruktion von kompakten A�xb�aumen durchKantenkontraktionDas hier beschriebene Verfahren wurde urspr�unglich entwickelt, um nach kur-zer Zeit eine M�oglichkeit zur automatischen Erzeugung von A�xb�aumen zuhaben, und dadurch Fehler und Zeitaufwand bei der manuellen Konstruktionzu vermeiden. Aus diesem Grunde bot es sich an, eine funktionale Program-miersprache zu verwenden, die zwar verh�altnism�a�ig langsame Programme
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erzeugt, die zudem wesentlich mehr Speicher ben�otigen als vergleichbare Pro-gramme in einer imperativen Sprache, daf�ur aber erheblich k�urzere Entwick-lungszeiten erm�oglicht10.Der Algorithmus ist sehr einfach: Wie in Abschnitt 3.1 bemerkt, handeltes sich bei dem kompakten A�xbaum eines Textes t um die Normalformaller A�xb�aume von t unter Kantenkontraktion. Wenn also ein beliebigerA�xbaum von t, beispielweise aat(t), gegeben ist, kann durch Eliminierenaller innerer Knoten, die weder im Su�x- noch im Pr�a�xbaum verzweigen,cat(t) erzeugt werden. Der atomare A�xbaum aat(t) bietet sich als Aus-gangspunkt an, da dieser dieselben Knoten wie ast(t) hat, f�ur den wiederumbekannte Konstruktionsverfahren existieren11.Allerdings ben�otigt dieses Verfahren im worst case quadratischen Zeit- undPlatzbedarf, da die Zwischenstruktur des atomaren A�xbaumes vollst�andigerzeugt werden mu�. Die Anforderungen an ein prototypisches Verfahren zur�Uberpr�ufung des eigentlichen Systems sind aber voll erf�ullt.3.5.2 Konstruktion von kompakten A�xb�aumen durchreverse Vereinigung von Su�x- und reversem Pr�a-�xbaumBei der zweiten M�oglichkeit zur Konstruktion kompakter A�xb�aume handeltes sich um eine unmittelbare Umsetzung von De�nition 3.1: Zun�achst werdenS = cst(t) und P = cst(t�1) konstruiert. In einem zweiten Schritt werdenaus diesen durch gegenseitige Erweiterung die B�aume SP und PS erzeugt.Schlie�lich erh�alt man cat(t), indem die Kanten eines der beiden B�aume anden entsprechenden Stellen im anderen Baum eingef�ugt werden.W�ahrend der erste Schritt bekannterma�en O(n) Zeit ben�otigt, scheint sichdie Frage nicht so einfach beantworten zu lassen, ob und wie auch die bei-den anderen Schritte in linearer Zeit durchf�uhrbar sind. Ob sich aus diesemAnsatz also ein Verfahren entwickeln l�a�t, mit dem cat(t) in O(n) Zeit kon-struierbar ist, kann an dieser Stelle nicht beantwortet werden.10Tats�achlich wurde eine Haskell-Implementierung der hier beschriebenen Idee an ei-nem Nachmittag erstellt, wogegen die Entwicklung des im n�achsten Kapitel beschriebenenVerfahrens mit Implementierung in C etwa zwei Monate in Anspruch nahm.11S. beispielsweise [GK94b].
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3.6 Anwendungen von A�xb�aumenIn [Apo85] werden zahlreiche Anwendungen f�ur Su�xb�aume12 beschrieben.Da A�xb�aume die Su�xbaum-Struktur vollst�andig einschlie�en, sind die-se Verfahren auch mit A�xb�aumen als zugrundeliegender Datenstrukturdurchf�uhrbar.Will man aber zeigen, da� bei der �Ubertragung dieser Anwendungen dieZeitkomplexit�at erhalten bleibt, so ist Vorsicht geboten. Denn wie in Ab-schnitt 3.1 gezeigt, ist der Su�xbaum im kompakten A�xbaum kein kom-pakter Su�xbaum, und nicht alle Su�xlinks innerer Knoten sind atomar.Dies kann dazu f�uhren, da� man, selbst wenn man die gleichen Wege wieim kompakten Su�xbaum geht, mehr Schritte durchf�uhren mu�. In Kapi-tel 5 wird ein solcher Fall ausf�uhrlich diskutiert, hier aber kann die folgendeBemerkung gemacht werden:Falls man sich lediglich von der Wurzel in einen A�xbaum hineinbewegt,f�uhrt dies zu keiner Erh�ohung des Aufwandes gegen�uber dem entsprechendenWeg im Su�xbaum, da die L�ange des Weges von der Wurzel zum Knoten �!wsowohl im Su�x- wie im A�xbaum von der Ordnung jwj ist.Diese Aussage entsch�arft die oben dargelegte Problematik, da viele der in[Apo85] geschilderten Anwendungen lediglich den oben beschriebenen Wegzur�ucklegen. Darunter fallen13:� Feststellen, ob w im Text t vorkommt in O(jwj)� Ermitteln des ersten/letzten Auftretens von w in t in O(jwj)� Ermitteln des Gewichts eines Wortes w in einem gewichteten Vokabularin O(jwj)� Ermitteln aller repeats eines Textes in O(output).12Apostolico betrachtet genaugenommen Subwort-B�aume eines Textes t 2 A�, Suf-�xb�aume des um ein nicht in A vorkommendes Zeichen $ erweiterten Textes.13Die Komplexit�atsangaben beziehen sich ausschlie�lich auf die genannten Anwendun-gen, ohne den Aufwand f�ur das Erzeugen des A�xbaumes zu ber�ucksichtigen. Dar�uberhinaus werden (wie auch in [Apo85]) die an jeder Verzweigung im Baum anfallenden Ko-sten f�ur das Finden der Kante zum gew�unschten Nachfolgeknoten vernachl�assigt, da dieKosten hierf�ur sehr stark von der Alphabetgr�o�e, dem Verzweigungsgrad des Baumes (al-so der Bescha�enheit des Textes) und der jeweiligen Implementierung abh�angen. F�ur einbekanntes Alphabet ist aber zu erwarten, da� mit geeigneten Techniken (Kantenliste alsArray, Hashing) nahezu ein konstanter Aufwand erreichbar ist.33



�Uber diese unmittelbar von Su�xb�aumen �ubernommenen Anwendungen hin-aus kann die symmetrische Struktur der A�xb�aume aber auch f�ur 
exiblereVerfahren genutzt werden. Hier sei nur auf das im Rahmen dieser Arbeitentworfene und in Kapitel 6 vorgestellte Programm bigrep verwiesen, das dieSuche nach Teilworten in einem Text erlaubt, der sich online sowohl nachlinks als auch nach rechts erweitern l�a�t, was mit den bekannten, rein aufSu�xb�aumen basierenden Verfahren nicht m�oglich ist.
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Kapitel 4Online-Konstruktion vonkompakten A�xb�aumenDas in diesem Kapitel ausf�uhrlich vorgestellte Verfahren zur online-Konstruktionvon kompakten A�xb�aumen ist dem Algorithmus von Ukkonen [Ukk93] zurKonstruktion von kompakten Su�xb�aumen (im folgenden mit ukk bezeich-net) nachempfunden1. Ebenso wie dort der Su�xbaum wird hier der Af-�xbaum eines Textes online konstruiert: Beginnend mit dem A�xbaumdes leeren Textes cat(") wird der Text zeichenweise gelesen, und mit jedemneuen Zeichen a wird der bestehende A�xbaum cat(t) zum A�xbaum desverl�angerten Textes cat(ta) aktualisiert2.W�ahrend ukk allerdings darauf beschr�ankt ist, t nach rechts zu erweitern,wird es hier auch m�oglich sein, Zeichen vor den Text zu h�angen und diesendamit nach links zu erweitern, aus cat(t) also cat(at) zu erzeugen. Damitkann die Konstruktion an irgendeiner Stelle im Text beginnen, und Erweite-rungen sind in beliebiger Reihenfolge in beide Richtungen m�oglich.Hauptbestandteil der folgenden Untersuchungen ist jedoch der Schritt voncat(t) zu cat(ta). Der umgekehrte Vorgang cat(t) ! cat(at) l�auft symme-trisch hierzu ab, so da� er nicht gesondert behandelt werden mu�, wenngewisse Nebenbedingungen beachtet werden.Die Entwicklung des Algorithmus erfolgt in einer Art Top-Down-Verfahren:Zuerst werden abstrakt Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta) herausge-1Zum Vergleich eignet sich wegen der von dort �ubernommenen Notation aber besserdie Darstellung in [Kur95].2In diesem und dem n�achsten Kapitel bezeichnet t stets den bisher gelesenen Text,f�ur den der A��xbaum schon konstruiert ist, a ist das neu hinzukommende Zeichen. DieL�ange von t sei n. 35



stellt. Abschnitt 4.2 er�ortert dann die daraus resultierenden Konsequenzenf�ur ein Verfahren, das cat(t) in cat(ta) �uberf�uhrt. Anschlie�end werden die-se Ergebnisse in Abschnitt 4.3 zu einem Algorithmus zusammengefa�t. InAbschnitt 4.4 folgen Erl�auterungen zu Aspekten, die zus�atzlich bei einembidirektionalen Einsatz des Verfahrens ber�ucksichtigt werden m�ussen.4.1 Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta)In diesem Abschnitt sollen zun�achst statisch (d. h. ohne operationale Motive)die Unterschiede zwischen cat(t) und cat(ta) analysiert werden.Es wird er�ortert, wie sich aktives Su�x und Pr�a�x ver�andern, welche Knotenhinzukommen und welche wegfallen. Die Ver�anderungen der Kanten undaktiven Bl�atter lassen sich daraus leicht ableiten, so da� nicht gesondert aufsie eingegangen werden mu�.Da einige der hier aufgef�uhrten Aussagen genauso auch auf kompakte Suf-�xb�aume zutre�en, k�onnen diese von ukk �ubernommen werden. Viele Ei-genschaften sind aber neu, so da� auf deren Beweise nicht verzichtet werdenkann.4.1.1 Ver�anderungen von aktivem Su�x/Pr�a�xBetrachten wir zun�achst das aktive Su�x �(ta), verglichen mit �(t). Wiein [GK94b] ausf�uhrlich erl�autert, ist �(ta) ein Su�x von �(t)a. Das aktiveSu�x kann sich also um maximal ein Zeichen verl�angern. Dagegen kann esaber um mehrere Zeichen verk�urzt werden, maximal um seine gesamte L�ange,falls das hinzukommende Zeichen a noch gar nicht in t auftritt.Was f�ur Ver�anderungen sind nun f�ur das aktive Pr�a�x m�oglich, wie kann also��1(ta) verglichen mit v = ��1(t) aussehen?1. Es ist o�ensichtlich nicht m�oglich, da� sich das aktive Pr�a�x verk�urzt,da v auch eingebettetes Pr�a�x von ta ist.2. Das aktive Pr�a�x kann unver�andert bleiben, wie das Beispiel t =aababa, a = b zeigt: aababa ! aababab (das aktive Pr�a�x ist jeweilsunterstrichen).3. Das aktive Pr�a�x kann sich aber auch verl�angern, wie man am Beispielaababa ! aababaa erkennt. Allerdings kann diese Verl�angerung nur36



maximal ein Zeichen betragen, wie im nachfolgenden Satz 4.1 gezeigtwird.Satz 4.1 (Verl�angern des aktiven Pr�a�xes3)Sei v = ��1(t). Dann verl�angert sich das aktive Pr�a�x beim �Ubergang t! taum das Zeichen a genau dann, wenn auf v (als Pr�a�x in t) ein a folgt, undwenn v gleichzeitig Su�x von t ist:��1(ta) = va () t = � va .v � :Sonst bleibt das aktive Pr�a�x unver�andert. 2Beweis\=)" 2 Voraussetzungen: (i) v ist aktives Pr�a�x von t.(ii) va ist aktives Pr�a�x von ta = va a.Zu zeigen: t = � va .v �.1. t = va folgt unmittelbar aus (ii).2. (i) ) v ist l�angstes eingebettetes Pr�a�x von t; va tritt also nicht ein-gebettet in t auf;(ii)) va ist l�angstes eingebettetes Pr�a�x von ta; va tritt also nocheinmal in ta auf, nicht als Pr�a�x. Dieses Auftreten kann nur alsSu�x von ta sein, da dies die einzige Stelle ist, an der sich t undta unterscheiden: ta = .va) t = .v\(=" 2 Voraussetzungen: (i) v ist aktives Pr�a�x von t.(ii) t = � va .v �.Zu zeigen: va ist aktives Pr�a�x von ta.(ii) ) ta = � va a.va �) va tritt eingebettet in ta auf, ist also aktives Pr�a�x, wenn es keinl�angeres Pr�a�x gibt, das ebenfalls eingebettet in ta auftritt.Wenn aber ein l�angeres Pr�a�x vaz; z 2 A+ eingebettet in ta w�are,dann w�are va eingebettet in t, was im Widerspruch zu (i) steht.3F�ur Eingeweihte handelt es sich hierbei um das "Biertheorem\, einen der ersten Schrit-te auf dem Weg zu dieser Arbeit. 37



In allen anderen F�allen, in denen t nicht von der Form t = � va .v � ist,bleibt das aktive Pr�a�x unver�andert, da1. es sich nach obiger Bemerkung 1 nicht verk�urzen kann,2. eine Verl�angerung um genau ein anderes Zeichen b 6= a ausgeschlossenist:ta = � vb a.vb � ) entweder t = � vb v �) a = boder t = � vb.vb �) ��1(t) = vb3. und eine Verl�angerung um mehr als ein Zeichen ebenfalls nicht m�oglichist: Angenomen ��1(ta) = vzb; z 2 A+; b 2 A) ta = � vzb a.vzb �) t = � vzb.vz �) ��1(t) = vz ;was im Widerspruch zur Voraussetzung ��1(t) = v steht. 2Aus diesem Satz lassen sich weitere wichtige Eigenschaften der aktiven Punkte-ableiten. Der erste der drei folgenden S�atze beschreibt einen verbl�u�endenZusammenhang des aktiven Pr�a�xes mit dem aktiven Su�x:Satz 4.2 (Zusammenhang von aktivem Pr�a�x und aktivem Su�x)Falls sich das aktive Pr�a�x beim �Ubergang t ! ta verl�angert, ist das neueaktive Pr�a�x gleich dem neuen aktiven Su�x:��1(ta) = ��1(t)a =) ��1(ta) = �(ta): 2BeweisSei v = ��1(t). Dann ist��1(ta) = va Satz 4.1=) t = � va .v � ) ta = � va a.va � :1. Das Su�x va von ta tritt eingebettet in ta auf, �(ta) hat also va alsSu�x. 38



2. �(ta) kann nicht l�anger sein als va , da sonst �(ta) = zva; z 2 A+) ta = 8<: va azva a.zva 9=; ) t = 8<: vazva.zv 9=; ;was im Widerspruch zu der Annahme steht, da� v (und nicht va) ak-tives Pr�a�x von t ist. 2Wie das Beispiel ta = aaba zeigt, gilt die Umkehrung von Satz 4.2 abernicht, da hier zwar das neue aktive Su�x gleich dem neuen aktiven Pr�a�xist (�(ta) = ��1(ta) = a), das aktive Pr�a�x sich beim �Ubergang t! ta abernicht verl�angert hat (��1(ta) = ��1(t) = a).Nun folgen noch zwei S�atze, die den Zusammenhang der aktiven Punkte mitVer�anderungen der im A�xbaum repr�asentierten Worte beschreiben:Satz 4.3 (Linksverzweigendes aktives Su�x)Wenn das neue aktive Su�x u = �(ta) nicht durch einen expliziten Knotenin cat(t) repr�asentiert ist, ist es linksverzweigendes ta-Wort:�!u =2 nodes(cat(t)) =) ta = � xuyu. � ; x 6= y: 2BeweisSei u = �(ta), �!u =2 nodes(cat(t)).Angenommen, u w�are dann nicht linksverzweigend in taLemma 3.4=) ta = � .uu. � und kein weiteres u in ta=) t = u und kein weiteres u in t,u w�are also nicht-eingebettetes Pr�a�x von t und somit in cat(t) als Pr�a�x-blatt repr�asentiert. Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung �!u =2nodes(cat(t)), womit die Behauptung bewiesen ist. 2Satz 4.4 (Einbetten eines Pr�a�xes)Jedes nicht-eingebettete Pr�a�x w von t ist auch nicht-eingebettetes Pr�a�x39



von ta, au�er wenn w das verl�angerte aktive Pr�a�x w = ��1(ta) = ��1(t)aist. 2BeweisSei w nicht-eingebettetes Pr�a�x von t: t = w und w tritt kein weiteresMal in t auf ) ta = w a. Dann gilt:1. w ist Pr�a�x auch von ta.2. Die einzige M�oglichkeit, da� w eingebettet in ta ist, besteht darin, da�w als Su�x von ta auftritt:ta = � w a.w � ) w = va f�ur irgendein v 2 A�) ta = � va a.va �) t = � va .v � und w = va tritt kein weiteres Mal in t auf (s. o.)) ��1(t) = v,w ist also eingebettetes Pr�a�x von ta, falls es von der Form w = va ist,v = ��1(t) und t = � va .v �.Nach Satz 4.1 ist dies genau dann der Fall, wenn sich das aktive Pr�a�xverl�angert: w = va = ��1(t)a = ��1(ta): 24.1.2 Ver�anderungen der KnotenmengeZur Beschreibung der im Schritt t ! ta hinzukommenden Knoten im kom-pakten Su�xbaum wird in [GK94b] folgender Terminus eingef�uhrt:De�nition 4.5 (Relevantes Su�x)Ein Su�x sa von ta hei�t relevant, gdw. s eingebettetes Su�x von t und sanicht-eingebettetes Su�x von ta ist. 2
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Damit kann angegeben werden, welche Ver�anderungen sich f�ur die Wortklas-sen I. { IV. ergeben, die nach Abschnitt 3.1 von den Knoten im kompaktenA�xbaum repr�asentiert werden4:I. Sei w rechtsverzweigendes t-Wort.a) Dann ist w ebenfalls rechtsverzweigendes ta-Wort.b) Zus�atzlich ist s neues rechtsverzweigendes ta-Wort, falls sa rele-vantes Su�x von ta ist und s noch kein rechtsverzweigendes t-Wortwar.II. Sei w nicht-eingebettetes Su�x von t.a) Dann ist (statt w) wa nicht-eingebettetes Su�x von ta.b) Zus�atzlich sind alle relevanten Su�xe sa von ta neue nicht-eingebetteteSu�xe von ta.III. Sei w linksverzweigendes t-Wort.a) Dann ist w ebenfalls linksverzweigendes ta-Wort.b) Zus�atzlich ist das neue aktive Su�x u = �(ta) linksverzweigendesta-Wort, falls �!u nicht expliziter Knoten in cat(t) war (Satz 4.3).IV. Sei w nicht-eingebettetes Pr�a�x von t.a) Dann ist w nicht-eingebettetes Pr�a�x auch von ta, au�er wenn wdas verl�angerte aktive Pr�a�x ist (Satz 4.4).b) Zus�atzlich ist ta neues nicht-eingebettetes Pr�a�x von ta.Im Gegensatz zur online-Konstruktion von kompakten Su�xb�aumen ist es(wg. IV.a) hier also auch m�oglich, da� cat(t) Knoten enth�alt, die in cat(ta)nicht mehr vorkommen. Ein Beispiel hierf�ur ist t = aababa, a = a: DerKnoten ���!:::aa von cat(t) tritt nicht mehr in cat(ta) auf, da das Pr�a�x aa inta eingebettet ist, was in t noch nicht der Fall war.4Die unter I. und II. beschriebenen Ver�anderungen im Su�xbaum werden in einer�ahnlichen Terminologie ausf�uhrlich in [GK94b] begr�undet. Bei denjenigen Aussagen derPunkte III. und IV., die nicht o�ensichtlich sind, ist ein Verweis auf den entsprechendenSatz des vorigen Abschnittes angegeben.
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4.2 Operationale KonsequenzenNun sollen diese Ver�anderungen in eine sinnvolle Reihenfolge gebracht wer-den, so da� sich ein Algorithmus ergibt, der aus der Knotenmenge von cat(t)die Knoten von cat(ta) erzeugt.Dabei ist folgendes zu beachten:� Das Verl�angern der nicht-eingebetteten Su�xe (II.a) mu� nicht explizitdurchgef�uhrt werden, wenn die Bl�atter "o�en\ markiert sind.� Mit diesem "automatischen Verl�angern\ wird auf jeden Fall auch derKnoten �!ta erzeugt, womit sich (IV.b) ebenfalls er�ubrigt.� Allerdings geht dabei das (zumindest vorher) nicht-eingebettete Pr�a�xt als expliziter Knoten verloren, so da� �!t wieder eingef�ugt werdenmu�, falls t nicht-eingebettetes Pr�a�x auch von ta ist. Dies ist immergenau dann der Fall, wenn nicht ta = an+1.Da zur Umsetzung von (IV.a) aber ohnehin immer dann der Knoten�!va gel�oscht werden mu�, wenn sich das aktive Pr�a�x v = ��1(t) zuva = ��1(ta) verl�angert (also auch im Fall ta = an+1), kann dieserSchritt auch aufgespalten werden: Zun�achst wird stets der Knoten �!teingef�ugt, und sp�ater wird der Knoten �!va , in diesem Fall also �!t ,wieder gel�oscht.Zusammenfassend l�a�t sich damit folgender Algorithmus formulieren5:Algorithmus 4.6 (cat(t)! cat(ta))1. Verl�angere den Text (und damit implizit jedes Blatt im Su�xbaum),und f�uge dann den Knoten �!t ein (II.a, IV.b).2. F�uge f�ur jedes relevante Su�x sa von ta einen inneren Knoten �!s ein,sofern dieser nicht schon existiert (I.b), und ein Su�xbaum-Blatt �!sa(II.b).3. F�uge den Knoten ���!�(ta) ein, sofern er nicht schon existiert (III.b).4. Falls sich das aktive Pr�a�x verl�angert, l�osche den Knoten ���!�(ta) =�����!��1(ta) (IV.a in Verbindung mit Satz 4.2).5Die Punkte (I.a) und (III.a) brauchen nicht ber�ucksichtigt zu werden, da sie keine�Anderung der Knotenmenge beschreiben. 42



cat(t) = T1a�!" q��	��!a q��	����!:::aa q?����!:::aab q? @@R��!abq?AAAAAAAAUz ����!baba:::q�����!:::aaba q?������!:::aabab q?��������!:::aababa::: q R ��!abaq?������!ababa:::q
T1b�!" q��	��!a q��	����!:::aa q?����!:::aab q? @@R��!abq?AAAAAAAAAAU �����!babaa:::qc(�����!:::aabab ; a) a�����!:::aaba q?������!:::aabab q?���������!:::aababaa::: q

R ��!aba =�!sq?�������!ababaa:::q
T1c = T1�!" q��	��!a q��	����!:::aa q?����!:::aab q? @@R��!abq?AAAAAAAAAAU �����!babaa:::qc�����!:::aaba q?������!:::aabab q?�������!:::aababa q?���������!:::aababaa::: q

R ��!abaq?�������!ababaa:::qAbbildung 4.1: Verl�angern des Textes (T1a ! T1b) und Einf�ugen des Knotens�!t (T1b ! T1c) am Beispiel t = aababa; a = a.Im folgenden sollen nun die einzelnen Schritte ausf�uhrlich dargestellt werden.Hierbei werden nicht alle Einzelheiten formal ausdi�erenziert, sondern es wirdeher eine globale Darstellung verfolgt, die m�oglichst gro�e Anschaulichkeitzum Ziel hat.Es wird er�ortert, wie die betre�enden Stellen im Baum gefunden werden undwelche Ver�anderungen f�ur die Kanten des Baumes daraus resultieren. ZuKnotenmarkierungen ist keine Erl�auterung notwendig, da die Berechnung derMarkierung (l; r) eines einzuf�ugenden Knotens �!w stets problemlos m�oglichist.Zu den einzelnen Modi�kationen des Baumes werden Funktionen de�niert,mit Hilfe derer abschlie�end in Abschnitt 4.3 die online-Konstruktion nocheinmal zusammenfassend formuliert wird.4.2.1 Verl�angern des Textes und Einf�ugen des Knotens�!tDer erste Schritt des Algorithmus 4.6 setzt sich aus zwei Teilen zusammen,die anschlie�end ausf�uhrlich betrachtet werden sollen: Dem Verl�angern desTextes t zu ta und dem nachfolgenden Einf�ugen des Knotens �!t . Veran-schaulicht werden diese Vorg�ange am Beispiel t = aababa, a = a in Abb. 4.1.
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Verl�angern des Textes�Ahnlich wie im Verfahren ukk bewirkt auch hier das automatische Verl�angernaller Bl�atter im Su�xbaum, da� die Struktur des A�xbaumes, wie dort diedes Su�xbaumes, zerst�ort wird. W�ahrend bei ukk aber noch ein A+-Baumbestehen bleibt, handelt es sich bei der Datenstruktur, die aus cat(t) durchVerl�angern der Bl�atter im Su�xbaum entsteht, nicht einmal mehr um einenBi-Baum. Deutlich wird dies an dem aktiven Su�xblatt, das im Su�xbaumverl�angert wird, ohne da� sich seine Position im Pr�a�xbaum �andert.Ein Bi-Baum aber bleibt bestehen, wenn gleichzeitig mit der Verl�angerungdes Textes alle Su�xbl�atter aus dem Pr�a�xbaum entfernt werden. Dies istdurch L�oschen des Su�xlinks des aktiven Su�xblattes erreichbar. Wenn mannun die Pr�a�xkanten ignoriert, die die einzelnen Su�xbaum-Bl�atter mitein-ander verbinden, erkennt man wieder einen Bi-Baum, der mit T1b bezeichnetwird. Dieser ist in Abb. 4.1 in der Mitte dargestellt, wobei das auf dieseWeise aus dem Pr�a�xbaum entfernte aktive Su�xblatt �����!babaa::: mit einemzus�atzlichen Kreis re gekennzeichnet ist.Erst in Schritt 3 des Algorithmus 4.6, wenn nach dem Einf�ugen des Knotens���!�(ta) das neue aktive Su�x durch einen expliziten Knoten repr�asentiert ist,werden die Su�xbaum-Bl�atter auch wieder in den Pr�a�xbaum aufgenommen,indem eine atomare Pr�a�xkante von ���!�(ta) zu dem dann aktiven Su�xblatteingef�ugt wird.Einf�ugen des Knotens �!tGenerell mu� man, um einen Knoten �!w =  ��w�1, in einen Bi-Baum T ein-zuf�ugen, zun�achst feststellen, ob w bereits S- und w�1 bereits P -Wort in Tist. Falls dies n�amlich der Fall ist, existiert w schon als impliziter Knoten inT . Um diesen explizit zu machen, mu� dann die Kante, "innerhalb\ derer wliegt, aufgespalten werden.F�ur den Fall, da� w sowohl S- als auch w�1 P -Wort in T ist, wird dieFunktion insert iNode de�niert. Diese spaltet die Kante, "innerhalb\ dererder implizite Knoten
44



sLoc liegt, und die amKnoten pChild endendePr�a�xkante auf und f�ugtdort den neuen Knoten�!w = ��w�1 ein.Dar�uber hinaus soll in-sert iNode auch f�ur denFall de�niert sein, da�sLoc ein expliziter Kno-
Tr?r r?pChildrsLoc= s-locT (w) b p-locT (w�1)b �! T 0rAAAU newNode = �!w = ���w�1r����sChild r r�r U pChildrinsert iNode(T; sLoc; pChild)) (T 0; newNode)6ten sLoc = (�!w ; ") ist. Dann soll sich allerdings nichts �andern: T 0 = T undnewNode = �!w ; pChild wird ignoriert.Falls w nicht S- oder w�1 nicht P -Wort von T ist, mu� ein neues Blatt in dementsprechenden Teilbaum erzeugt werden. Dazu ist der Knoten zu ermitteln,der das l�angste Pr�a�x bzw. Su�x von w repr�asentiert, da an diesem dieKante beginnt, die zu dem neuen Knoten f�uhrt.F�ur den speziellen Fall des Knotens �!t im Schritt cat(t)! cat(ta) gilt:� Im Su�xbaum in T1b ist der zuvor explizite Knoten �!t durch das au-tomatische Verl�angern zu �!ta implizit gemacht worden. Die aufzuspal-tende Position von t liegt "innerhalb\ der am Knoten �!ta endendenSu�xkante.� Als P -Wort ist t in T1b sogar �uberhaupt nicht mehr enthalten, da dieim Schritt cat(t) ! T1b gel�oschte Kante Teil des Pr�a�xpfades zumehemaligen Knoten �!t war. Der neue Knoten �!t mu� also als neuesPr�a�xblatt eingef�ugt werden. Da, wie bereits in 3.4.2 bemerkt, derKnoten �!s , an dem die (inzwischen gel�oschte) Pr�a�xkante zum aktivenSu�xblatt begann, das l�angste als Knoten repr�asentierte eingebetteteSu�x s von t repr�asentiert und alle Knoten �!u , die l�angere (nicht-eingebettete) Su�xe von t repr�asentieren, zu �!ua verl�angert wurden,beginnt die Pr�a�xkante, die zu �!t f�uhrt, am Knoten �!s , also genau ander Stelle, wo zuvor die Kante zum aktiven Su�xblatt gel�oscht wurde.Da es sich nicht um das Einf�ugen eines in beiden Teilb�aumen bereits implizitvorhandenen Knotens handelt, kann nicht die Funktion insert iNode verwen-det werden. Stattdessen wird eine auf diesen Fall spezialisierte Funktion in-sert node t de�niert, die den gesamten Vorgang in einem Schritt durchf�uhrt,sowohl das Verl�angern des Textes mit Entfernen der Pr�a�xkante zum aktiven6Der Doppelpfeil ")\ in der Funktionsbeschreibung ist zu lesen als "liefert als Ergeb-nis\. 45



Su�xblatt als auch das Einf�ugen des Knotens �!t (korrekterweise �!:::t , da essich um ein Pr�a�xblatt handelt):Tppp����r����������!:::t::: �r �!s r ppp���asl = ��!w:::q r �! T 0ppp����r����newNode = ��!:::t �r��������!:::ta::: �r �!sr ppp��� asl = ���!wa:::reinsert node t(T; asl)) (T 0; newNode)Wegen der Repr�asentation der Su�xbl�atter als o�ene Knoten mu� das neueZeichen a nicht als Parameter an insert node t �ubergeben werden.4.2.2 Einf�ugen der relevanten Su�xeSchritt 2 des Algorithmus 4.6 beschreibt eine Iteration �uber alle relevantenSu�xe von ta und l�a�t sich wie die Funktion update in ukk 7 realisieren: Be-ginnend mit dem l�angsten relevanten Su�x ua (u = �(t)), wird in jedemSchritt ein innerer Knoten �!u , sofern dieser nicht schon existiert, und einBlatt ���!ua::: in den Baum eingef�ugt. Zwischen den Schritten wird u jeweilsum sein erstes Zeichen verk�urzt, was durch Folgen eines Su�xlinks und an-schlie�endes "Kanonisieren\ realisiert wird. Das Ende erkennt man daran,da� entweder u leer ist, oder f�ur ein (evtl. schon verk�urztes) u bereits eineFortsetzung a existiert. In diesem Fall ist das neue aktive Su�x �(ta) = ua.Im Gegensatz zu ukk handelt es sich bei der hier zugrundeliegenden Da-tenstruktur aber um einen A�xbaum, was bei n�aherer Betrachtung zu zweigravierenden Unterschieden f�uhrt:1. Nicht nur die inneren Knoten, sondern auch die neu einzuf�ugenden Suf-�xbaum-Bl�atter m�ussen an der entsprechenden Position in den Pr�a�x-baum eingearbeitet werden (d. h. in der Su�xbaum-Sichtweise: AuchBl�atter ben�otigen Su�xlinks).7Korrekterweise in der Form, wie sie in [GK94b] oder als ukkstep in [Kur95] beschriebenist, w�ahrend die Funktion update in [Ukk93] eine etwas andere Funktionalit�at aufweist.46



2. Da Pr�a�xkanten zu inneren Knoten eines kompakten A�xbaumes nicht-atomar sein k�onnen, kann es passieren, da� durch Folgen eines Su�x-links das aktive Su�x um mehr als ein Zeichen verk�urzt wird.Auf die L�osung dieser beiden Problembereiche soll nun ausf�uhrlich eingegan-gen werden.Einf�ugen neuer innerer Knoten und Bl�atterWie bei ukk stellt die S-Lokation des aktiven Su�xes w�ahrend der gesamtenKonstruktion eine Invariante dar, so da� die Position eines einzuf�ugendeninneren Knotens �!u im Su�xbaum stets bekannt ist.Die entsprechende P -Lokation l�a�t sich ebenfalls �ahnlich wie bei ukk ermit-teln: Ein neu einzuf�ugender Knoten �!u spaltet den Su�xlink des unmittelbarzuvor eingef�ugten Knotens �!.u auf8. Beim allerersten relevanten Su�x, al-so beim Einf�ugen des Knotens ��!�(t) , wo noch kein Knoten vorher eingef�ugtwurde, ist stattdessen der Su�xlink des Knotens �!:::t zu w�ahlen, da �(t) dasneue l�angste Su�x von t ist, das durch einen expliziten Knoten in cat(ta)repr�asentiert wird.Bei den Bl�attern verh�alt es sich �ahnlich: Die an einem einzuf�ugenden Blatt���!ua::: (dem neuen aktiven Su�xblatt) beginnende Pr�a�xkante f�uhrt immer zudem im vorherigen Schritt eingef�ugten Blatt ���!.ua::: (dem bisherigen aktivenSu�xblatt). Alle Bl�atter des Su�xbaumes bleiben so in der Reihenfolge ihrerL�ange durch atomare Pr�a�xkanten verbunden. Zu dem zuletzt eingef�ugtenBlatt f�uhrt zun�achst keine Pr�a�xkante. Diese wird, wie oben angedeutet,erst in Schritt 3 des Algorithmus eingearbeitet.W�ahrendzumEinf�ugenderinnerenKnotendiebereitsobenbeschriebeneFunkti-on insert iNode verwendetwerden kann, werden dieSu�xbaum-Bl�atter durchdie Funktion insert sLeafeingebaut. Diese erh�alt alsArgumente den Baum T ,den Knoten sFather , andem die einzuf�ugende Su�x-blatt-Kante beginnt, undden Knoten asl , oberhalbdessen der neue Knoten in
Tppp?sFather �!wr� rppp? r� aslr� re �! T 0ppp?sFather �!wr� rppp?AAAU asl 0 = ���!wa:::rR aslr� rrer�

insert sLeaf (T; sFather ; asl)) (T 0; asl 0)8Es ist auch m�oglich, da� ein Knoten �!.u schon in cat(t) existierte. In diesem Fallwurde er nicht eingef�ugt, sondern "�ubersprungen\.47



den Pr�a�xbaum eingef�ugt werden soll. Das Ergebnis ist der ver�anderte BaumT 0 und das eingef�ugte Su�xblatt asl 0.Der gesamte Proze� des Einf�ugens eines relevanten Su�xes ua in den Baum Twird dann durch die Funktion insert relevant su�x realisiert, wobei uLoc dieLokation von u in T , pChild den Knoten �!:::t bzw. den zuletzt eingef�ugtenoder "�ubersprungenen\ inneren Knoten und asl das aktive Su�xblatt re-pr�asentiert:insert relevant su�x (T; uLoc; pChild ; asl)= (T 00; new iNode; new sLeaf )where (T 00; new sLeaf ) = insert sLeaf (T 0; new iNode; asl)(T 0; new iNode) = insert iNode(T; uLoc; pChild):Verk�urzen des aktiven Su�xesUm das aktive Su�x zu verk�urzen, wird �ahnlich wie in [Kur95] eine Funktionlinkloc de�niert: linklocT (s-locT (.w))) s-locT (w):"Naiv\ l�a�t sich diese Funktion realisieren, indem von der Wurzel aus derPfad entlang den Su�xkanten gem�a� dem Wort w verfolgt wird. Aus ana-logen �Uberlegungen am Su�xbaum ist aber bekannt, da� diese L�osung zueinem Verfahren mit quadratischem Aufwand f�uhrt (man betrachte hierf�urbeispielsweise den Text t = an�1$), womit das erkl�arte Ziel der online-Konstruktion von cat(t) in linearer Zeit von vornherein ausgeschlossen w�are.In ukk werden deshalb Su�xlinks zum Erreichen der Lokation des verk�urztenaktiven Su�xes in O(1) verwendet.In A�xb�aumen ist dies wegen der nicht-atomaren Su�xlinks aber nicht im-mer auf direktem Wege m�oglich. Unter Umst�anden mu� ein "Umweg\ inKauf genommen werden, f�ur dessen Realisierung zwei M�oglichkeiten vorge-schlagen werden, veranschaulicht in Abb. 4.2 am Beispiel T2a ! T2b (t =aababa, u = aba, a = a; s. auch Abb. 4.3), wo der nicht-atomare Su�xlink��!aba ba����������� �!a den (impliziten) Knoten �!ba "verpa�t\:a) Man geht vom aktiven Punkt aus zun�achst so weit im Su�xbaum "nachoben\, bis man einen Knoten mit atomarem Su�xlink erreicht:(��!aba ; ") a � (�!ab ; a) b � (�!a ; ba):48
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Abbildung 4.2: Die beiden M�oglichkeiten, das aktive Su�x zu verk�urzen, amBeispiel T2a ! T2b (t = aababa, u = aba, a = a; s. Abb. 4.3).Dann folgt man dem Su�xlink(�!a ; ba) a����������� (�!" ; ba);wodurch das Verk�urzen des aktiven Su�xes realisiert wird. Anschlie-�end kanonisiert man wie bei ukk (im Beispiel in Abb. 4.2 ist das nichtn�otig, da (�!" ; ba) schon kanonisches Referenzpaar ist).Dieser Weg terminiert sp�atestens an der Wurzel, wo das Referenzpaardann im allgemeinen Fall (�!" ; cu) lautet. Dort kann das aktive Suf-�x einfach durch Abstreichen des ersten Zeichens zu (�!" ; u) verk�urztwerden.b) Der zweite Vorschlag beschreibt ein �ahnliches Vorgehen, aber "untenherum\: Man folgt den Su�xbaum-Kanten (nicht aber der zuletzt ein-gef�ugten Kante zum aktiven Su�xblatt) so weit "nach unten\, bis maneinen Knoten mit atomarem Su�xlink erreicht9(��!aba ; ") baa�! (������!ababaa::: ;�baa),9Die Notation "�u\ bezeichnet einen negativen o�set : (�!v ;�u) ist S-Referenzpaar vonw, falls �!v Knoten in T und v = wu ist. 49



folgt diesem (������!ababaa::: ;�baa) a����������� (�����!babaa::: ;�baa)und "kanonisiert\ wieder entsprechend weit "aufw�arts\:(�����!babaa::: ;�baa) babaa � (�!" ; ba):Ein einfacher Umstand erkl�art dabei, warum das Folgen des Weges"nach unten\ stets eindeutig ist: Keiner der Knoten mit nicht-atomaremSu�xlink verzweigt im Su�xbaum (s. Bemerkung 3 zu De�nition 3.1).Dieser Weg terminiert sicher, da sp�atestens ein atomarer Su�xlink exi-stiert, wenn ein Blatt im Su�xbaum erreicht ist. Da� es sich dabei umdas aktive Su�xblatt handelt (dessen Su�xlink ja gel�oscht wurde), istoben explizit ausgeschlossen worden.Das Einf�ugen aller relevanten Su�xe von ta beschreibt die Funktion ukkstep10:ukkstep(T; a; actS ; pChild ; asl)= 8><>: (T; downT (actS ; a); asl); if occurs(actS ; a)(T 0; actS ; asl 0); else if actS = (root(T ); ")ukkstep(T 0; a; linklocT 0(actS ); pChild 0; asl 0); otherwisewhere (T 0; pChild 0; asl 0) = insert relevant su�x(T; actS ; pChild ; asl):Darin bezeichnet actS die jeweils aktuelle Lokation des aktiven Su�xes,occurs(actS , a) das in [Kur95] beschriebene Pr�adikat zur �Uberpr�ufung desNachfolgers a an der Lokation actS und downT (s-locT (w); a)) s-locT (wa).Zusammenfassend l�a�t sich damit formulieren:ukkstep(T1; a; actS 1; node t ; asl1)) (T2; actS 2; asl2);wobei Ti, actS i und asl i den Bi-Baum, die Lokation des aktiven Su�xes unddas aktive Su�xblatt nach Schritt i des Algorithmus 4.6 bezeichnen undnode t der in Schritt 1 eingef�ugte Knoten �!:::t ist.In Abb. 4.3 sind die zwei Iterationen f�ur das Beispiel t = aababa, a = aabgebildet.10Zur Erl�auterung s. auch [Kur95].
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Abbildung 4.3: Einf�ugen der relevanten Su�xe am Beispiel t = aababa; a =a.4.2.3 Explizitmachen des aktiven Su�xesBeim Explizitmachen des aktiven Su�xes treten �ahnliche Schwierigkeitenauf, wie sie oben beim Verk�urzen des aktiven Su�xes zur Realisierung vonlinkloc beschrieben wurden. Als hilfreich wird sich die folgende Aussageerweisen, die eine Eigenschaft des Baumes T2 beschreibt:Satz 4.7 (Aktives Su�x nach Schritt 2)Falls in T2 das neue aktive Su�x ua = �(ta) nicht durch einen explizitenKnoten repr�asentiert wird, ist es von der Form s-locT2(�(ta)) = (�!u ; a). 2BeweisSei ua = �(ta) nach Schritt 2 des Algorithmus 4.6 nicht explizit. Es ist zuzeigen, da� dann s-locT2(�(ta)) = (�!u ; a), was sicher der Fall ist, wenn �!uexpliziter Knoten ist.Es gibt zwei M�oglichkeiten f�ur den Ablauf von Schritt 2:a) Vor dem Auftreten der a-Fortsetzung an u wurde das aktive Su�xbereits um ein oder mehrere Zeichen verk�urzt. Dann mu� es vorhereine andere Fortsetzung b 6= a von �(t) = .u in t = � .uub � gegebenhaben, u ist also rechtsverzweigendes ta-Wort.b) ta hatte keine relevanten Su�xe, das aktive Su�x hat sich unmittelbarverl�angert: �(ta) = �(t)a = ua. In diesem Fall war �!u aber expliziterKnoten schon in cat(t), wie der folgende Widerspruchsbeweis zeigt:51
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Abbildung 4.4: Die beiden M�oglichkeiten, die korrespondierende Lokationdes aktiven Su�xes im Pr�a�xbaum zu �nden, am Beispiel t = aababa, u =aba, a = b.Angenommen �!u = ��!�(t) w�are nicht expliziter Knoten in cat(t) gewe-sen, dann mu� er in Schritt 4 des vorherigen Konstruktionsschrittesgel�oscht worden sein, weil sich dort das aktive Pr�a�x verl�angert hat.Nach Satz 4.1 in Verbindung mit Satz 4.2 w�are dann t = � ua .u �und ua tritt kein weiteres Mal in t auf.Dies bedeutet wiederum, da� ua nicht-eingebettetes Pr�a�x von t ist, al-so durch einen expliziten Knoten �!ua in cat(t) repr�asentiert war. DieseAussage steht im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes. 2Es liegt also folgende Situation vor, wenn zu Beginn von Schritt 3 das ak-tive Su�x nicht explizit ist: Der implizite Knoten s-locT2(�(ta)) = (�!u ; a)soll explizit gemacht werden. Daf�ur mu� die korrespondierende Lokation imPr�a�xbaum p-locT2(au�1) ermittelt werden, was durch die Funktion �nd pLocrealisiert wird: �nd pLocT (s-locT (w))) p-locT (w�1):52



Zum Au�nden der gesuchten P -Lokation gibt es �ahnlich wie im vorigenAbschnitt wiederum zwei Wege, die sich anhand von Abb. 4.4 (t = aababa,u = aba, a = b) folgenderma�en beschreiben lassen11:a) Man wandert vom aktiven Punkt aus solange im Pr�a�xbaum "aufw�arts\,bis man einen Knoten erreicht, an dem eine atomare a-Su�xkante be-ginnt: ( ��aba; ") ab����������� ( �a ; ba):Dann folgt man dieser Kante( �a ; ba) b�! ( �ba; ba)und "kanonisiert\ wieder entsprechend weit "abw�arts\ (im Beipiel istdies nicht n�otig: ( �ba; ba) ist kanonisches P -Referenzpaar).Wiederum terminiert der Weg "nach oben\ sp�atestens an der Wurzeldes Baumes, wo ein "manuelles\ Verl�angern von ( �" ; u�1) zu ( �" ; au�1)m�oglich ist.b) Der zweite Vorschlag beschreibt ein �ahnliches Vorgehen "nach unten\im Baum: Man folgt so lange den Pr�a�xkanten "abw�arts\12, bis maneinen Knoten erreicht, an dem eine atomare a-Su�xkante beginnt (sp�ate-stens an einem Pr�a�xblatt ist das immer der Fall)( ��aba; ") a����������� ( ����abaa:::;�a),folgt dieser Kante ( ����abaa:::;�a) b�! ( �����babaa:::;�a)und "kanonisiert\ wieder entsprechend weit im Pr�a�xbaum "aufw�arts\:( �����babaa:::;�a) aab����������� ( �ba; ba).11Die "naive\ L�osung, stets von der Wurzel aus in den Baum hinein zu laufen, istauch hier im worst case von quadratischem Aufwand (Bsp.: t = a(ab)i, Abb. 5.1). Diesveranla�te schon Weiner, der bei der Entwicklung seines "Klassikers\ unter den Verfahrenzur Konstruktion von Su�xb�aumen in linearer Zeit [Wei73] auf ein �ahnliches Problemstie�, zu einem Umweg "innerhalb des Baumes\, der dem hier unter a) beschriebenen Weg"oben herum\ sehr �ahnlich ist.12Welcher Pr�a�xkante man an Verzweigungen auf dem Weg "nach unten\ folgen mu�,erkennt man an dem jeweiligen Nachfolgeknoten entlang der a-Su�xkante. Dieser ver-zweigt nicht im Pr�a�xbaum (da er ja sonst einen atomaren Pr�a�xlink h�atte), und die beiihm beginnende Pr�a�xkante beginnt mit demselben Zeichen wie die zu verfolgende Kante,da sie zu einem Knoten f�uhrt, der "unterhalb\ der Ziel-Lokation p-locT2(au�1) liegt.53



Da nach diesem Schritt der Kno-ten ���!�(ta) in jedem Fall explizitvorliegt, k�onnen nun, wie obenschon mehrfach angedeutet, dieSu�xbl�atter durch eine Pr�a�x-kante, die ���!�(ta) mit dem aktivenSu�xblatt asl verbindet, wiederin den Baum aufgenommen wer-den. Dazu dient die Funktion in-
Tppp���pFather rppp? ppp?aslr� re �! T 0ppp���pFather rppp? ppp?aslq r� reinsert pEdge(T; pFather ; asl)) T 0sert pEdge.Den gesamten Schritt 3 des Algorithmus 4.6 f�uhrt die Funktion insert asldurch:insert asl(T; actS ; asl) = (insert pEdge(T 0; actSnode; asl); actSnode)where (T 0; actSnode) = insert iNode(T; actS ; pChild)(�; ; ; pChild) = �nd pLocT (actS ):Man beachte, da� �nd pLoc nur berechnet werden mu�, wenn actS impliziterKnoten ist, da insert iNode nur dann sein Argument pChild auswertet.4.2.4 Verl�angern des aktiven Pr�a�xesZun�achst gibt das folgende Lemma, das aus einer Kombination der Aussagenvon Satz 4.2 und Satz 4.4 folgt, eine einfache M�oglichkeit, die Bedingung"Falls sich das aktive Pr�a�x verl�angert\ e�zient zu �uberpr�ufen:Lemma 4.8 (Verl�angern des aktiven Pr�a�xes)Wenn das neue aktive Su�x �(ta) in cat(t) durch ein Pr�a�xblatt repr�asentiertwird, verl�angert sich im Schritt t! ta das aktive Pr�a�x. 2Das L�oschen des Knotens ���!�(ta)selber bereitet dann keine Schwie-rigkeiten mehr: Es m�ussen le-diglich die nach oben und untenf�uhrenden Su�x- und Pr�a�xkan-ten miteinander verkn�upft wer-den, was durch die Funktion de-lete iNode realisiert wird.

TrAAAU �!wr����r r�r Ur �! T 0r?r r?rs-locT 0 (w) bdelete iNode(T;�!w )) (T 0; s-locT 0(w))Den gesamten Schritt 4 des Algorithmus 4.6 beschreibt die Funktion lengt-54
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Abbildung 4.5: L�oschen des aktiven Knotens am Beispiel t = aababa, a = a,actS = (���!:::aa ; ").hen actP :lengthen actP(T; actSnode) = delete iNode(T; actSnode); if actSnode = ��!:::u= (T; (actSnode; ")); otherwise :Abb. 4.5 f�uhrt das Beispiel t = aababa, a = a fort.4.3 Der online-Algorithmus (unidirektional)Durch Komposition der vier Funktionen, die die Schritte 1 { 4 des Algorith-mus 4.6 realisieren, ergibt sich catstep:catstep(T; a; actS ; asl) = (T4; actS 4; asl2)where (T4; actS 4) = lengthen actP(T3; actSnode3)(T3; actSnode3) = insert asl(T2; actS 2; asl2)(T2; actS 2; asl2) = ukkstep(T1; a; actS ; node t ; asl)(T1; node t) = insert node t(T; asl):55



Zur Anwendung von catstep auf Sequenzen dient dann die Funktion cat :cat(T; "; actS ; asl) = Tcat(T; aw; actS ; asl) = cat(T 0; w; actS 0; asl 0)where (T 0; actS 0; asl 0) = catstep(T; a; actS ; asl):Als Zusammenfassung dieses Kapitels ergibt sich damit:Satz 4.9 (Online-Konstruktion von kompakten A�xb�aumen)Sei T0 = cat("). Dann erzeugt cat(T0; t; (root(T0); "); root(T0)) den kompak-ten A�xbaum des Textes t13. 2Obwohl Algorithmus 4.6 damit eine funktionale Form erhalten hat, l�a�t sichcat nicht ohne weiteres in einer rein funktionalen Programmiersprache imple-mentieren. Auf der globalen Struktur des A�xbaumes werden n�amlich lokale�Anderungen vorgenommen, die mit den �ublichen Datentypen herk�ommlicherlazy-funktionaler Programmiersprachen nicht durchf�uhrbar sind14. Da aberdie Forderung nach single-threadedness erf�ullt ist (d. h. es werden keine Kopi-en von Teilen der globalen Datenstruktur gemacht), ist eine Implementierungmit geeigneten Techniken, wie sie moderne Sprachen wie Haskell oder Clean[Pla95] zur Verf�ugung stellen, denkbar. Eine entsprechende Implementierungvon ukk ist in [Kur95] und [Kra95] beschrieben, eine vergleichbare funktio-nale Implementierung von cat im Rahmen dieser Arbeit wurde aber als zuweit von der urspr�unglichen Fragestellung entfernt empfunden.4.4 Anmerkungen zum bidirektionalen Ver-fahrenDa A�xb�aume eine bzgl. Vertauschen von Su�x- und Pr�a�xkanten absolutsymmetrische Struktur haben, l�a�t sich Algorithmus 4.6 analog auch f�ur denumgekehrten Schritt cat(t)! cat(at) anwenden.Die beiden neuralgischen Punkte, an denen sich alle Ver�anderungen im Baumorientieren, sind dann das aktive Pr�a�x und das aktive Pr�a�xblatt. Ebenso13Damit insert node t(T0; root(T0)) de�niert ist, mu� die Wurzel von T0 = cat(") einenSu�x- und einen Pr�a�xlink auf sich selber haben. Da diese Links f�ur die restliche Kon-struktion aber irrelevant sind, wurden sie bisher nicht erw�ahnt. Als Alternative kann auchdirekt mit cat(a) begonnen werden, dann tritt dieses Problem gar nicht erst auf.14Eine ausf�uhrliche Diskussion derselben Problematik bei ukk �ndet sich in [GK94b].56



wie beim aktiven Su�x und aktiven Su�xblatt handelt es sich hier um In-varianten der Konstruktion, d. h. vor einem Schritt cat(t)! cat(at) m�ussendie P -Lokation von ��1(t) und das aktive Pr�a�xblatt in cat(t) bekannt sein,und danach liegen die entsprechenden Punkte von cat(at) vor.Um nun in beliebiger Reihenfolge t nach rechts und links erweitern zu k�onnen,mu� gew�ahrleistet sein, da� bei Verl�angerung des Textes in eine Richtung,die Invarianten der anderen Richtung aktuell bleiben.Zur Erl�auterung, wie dies geschehen kann, wird wiederum der Schritt cat(t)!cat(ta) betrachtet:1. Abschnitt 4.1.1 ging ausf�uhrlich auf die m�oglichen Ver�anderungen desaktiven Pr�a�xes ein. Da in lengthen actP ohnehin explizit �uberpr�uftwird, ob sich das aktive Pr�a�x verl�angert, k�onnen dort auch die ent-sprechenden �Anderungen im Referenzpaar des aktiven Pr�a�xes vorge-nommen werden.Dar�uber hinaus ist es m�oglich, da� in insert relevant su�x beim Einf�ugeneines inneren Knotens das aktive Pr�a�x explizit gemacht wird. Auchan dieser Stelle mu� also ggf. das Referenzpaar des aktiven Pr�a�xesaktualisiert werden.2. Das aktive Pr�a�xblatt kann sich an zwei Stellen �andern:(a) Falls vor dem Einf�ugen des Knotens �!t der (verl�angerte) Knoten�!ta das aktive Pr�a�xblatt war, ist es danach der Knoten �!t , dadieser ja ein k�urzeres Pr�a�xblatt darstellt.(b) Wenn in lengthen actP der Knoten gel�oscht wird, der das aktiveSu�x repr�asentiert, ist dieser auch stets das aktive Pr�a�xblatt,wie man sich leicht �uberlegen kann. Das neue aktive Pr�a�xblattist dann das n�achstl�angere Pr�a�xblatt, das mit dem alten durcheine atomare Su�xkante verbunden war.Damit ist gezeigt, da� es m�oglich ist, auch die Invarianten der jeweils an-deren Konstruktionsrichtung up-to-date zu halten. Das Verfahren ist alsobidirektional.
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Kapitel 5Komplexit�atsbetrachtungenZiel dieses Kapitels ist es zu zeigen, da� die in Kapitel 4 beschriebene onli-ne-Konstruktion von kompakten A�xb�aumen praktisch mit linearem Zeit-und Platzbedarf O(n) m�oglich ist. W�ahrend die Linearit�at des Platzbedarfso�ensichtlich ist1, erweist sich die Diskussion des Zeitbedarfs als unerwartetschwierig.Tats�achlich kann in dieser Arbeit nicht der vollst�andige Beweis erbracht wer-den, da� die online-Konstruktion von A�xb�aumen in linearer Zeit m�oglichist, wenn auch viele Indizien daf�ur sprechen.Da� die Zeitkomplexit�at zus�atzlich dazu im allgemeinen Fall2 auch noch li-near von der Alphabetgr�o�e abh�angt, ist ein E�ekt, auf den hier nicht weitereingegangen werden soll. Er ist genauso wie in ukk auf den proportionalenZusammenhang zwischen Alphabetgr�o�e und Verzweigungsgrad des Baumeszur�uckzuf�uhren.5.1 �UberblickEs werden die Funktionen insert node t , ukkstep, insert asl und lengthen actP ,die die vier Schritte des Algorithmus 4.6 realisieren, einzeln betrachtet. Da1Bis auf den Text und den zu konstruierenden Baum, die beide von der Gr�o�e O(n)sind, wird kein weiterer Speicherplatz ben�otigt. Obwohl w�ahrend der Konstruktion Kno-ten gel�oscht werden, steigt die Gr�o�e des Baumes monoton an (da pro Schritt maximalein Knoten gel�oscht wird, aber auch mindestens ein Knoten hinzukommt), womit der Fallebenfalls ausgeschlossen werden kann, da� Zwischenstrukturen gr�o�er sind als der resul-tierende A�xbaum.2Vgl. hierzu die in [Kur95] beschriebenen verschiedenen M�oglichkeiten der Suche desrichtigen Nachfolgers an einer Verzweigung im Baum.58



sich diese Untersuchungen schon f�ur das unidirektionale Verfahren als sehrkompliziert erwiesen haben, wird darauf verzichtet, auch noch F�alle zu dis-kutieren, in denen die Richtung der Konstruktion in einem ung�unstigen Au-genblick wechselt.Schritt 1: insert node tIn jedem der n Schritte zur Konstruktion von cat(t) wird insert node t genaueinmal aufgerufen. Da das aktive Su�xblatt zur Zeit des Aufrufs bekanntist und insert node t keine Schleifen oder Rekursionen enth�alt, ergibt sichinsgesamt der Aufwand O(n).Schritt 2: ukkstepZwar ist aus [Ukk93] bekannt, da� die online-Konstruktion von kompaktenSu�xb�aumen in O(n) Zeit m�oglich ist, der Beweis von dort l�a�t sich abernicht an allen Stellen auf die ver�anderte Datenstruktur des Su�xbaumes imA�xbaum �ubertragen.W�ahrend das Einf�ugen der neuen Knoten und Bl�atter in den Su�xbaumgenauso oft wie bei ukk statt�ndet, ist es hier aufwendiger, mittels linklocdie entsprechenden Positionen im Baum zu erreichen. F�ur den Fall, da�bei der Suche nach dem atomaren Su�xlink immer der Weg "oben herum\gew�ahlt wird (was dem entsprechenden Schritt in ukk am n�achsten kommt),ist das Verfahren sogar von quadratischem Aufwand, wie man sich leicht amBeispiel t = aa(ba)i, a = a (Abb. 5.1) vergegenw�artigen kann.Aus diesem Grunde wird im folgenden davon ausgegangen, da� stets derk�urzere der beiden in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen Wege ("oben herum\oder "unten herum\) gew�ahlt wird, was sich beispielsweise dadurch realisie-ren l�a�t, da� parallel beide Richtungen verfolgt werden, und sobald einer derbeiden Wege einen Knoten mit atomarem Link erreicht hat, der andere Wegabgebrochen wird.F�ur die ausf�uhrliche Komplexit�atsanalyse erfolgt �ahnlich wie in [Ukk93] eineAufspaltung von linkloc in drei Teilfunktionen, deren Komplexit�at separatdiskutiert wird: �nd aLink , canonize down und canonize up. Die einzelnenUntersuchungen �nden sich in den Abschnitten 5.2.1 { 5.2.3.
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Schritt 3: insert aslW�ahrend das Einf�ugen des neuen Knotens in konstanter Zeit m�oglich istund die Parameter actS und asl als Invarianten bekannt sind, erweist sichdas Aufsuchen der P -Lokation des neuen aktiven Su�xes mit �nd pLoc alsaufwendig. Aufgrund der Erfahrungen mit linkloc wird auch hier stets derk�urzere der beiden m�oglichen Wege gew�ahlt. Abschnitt 5.2.4 behandelt die-sen Schritt ausf�uhrlich.Schritt 4: lengthen actPDie Bedingung f�ur das Verl�angern des aktiven Pr�a�xes lautet nach Lemma4.8: "Wenn das neue aktive Su�x durch ein Pr�a�xblatt repr�asentiert wird\.Dies kann in O(1) �uberpr�uft werden, das L�oschen des Knotens ���!�(ta) istebenfalls in konstanter Zeit durchf�uhrbar, so da� f�ur den gesamten TextO(n) eine obere Zeitschranke bildet.5.2 Diskussion der Problemf�alle5.2.1 �nd aLinkWie der folgende Satz zeigt, ist die Suche nach einem nicht-atomaren Suf-�xlink nur dann n�otig, wenn das kanonische Referenzpaar des (ggf. schonverk�urzten) aktiven Su�xes actS expliziter, ausschlie�lich linksverzweigen-der Knoten ist:Satz 5.1 (Atomarer Su�xlink des impliziten aktiven Su�xes)Wenn actS beim Aufruf von linkloc in ukkstep impliziter Knoten ist (undnicht an der Wurzel liegt: actS = (�!bu ; cv)), dann existiert immer ein atoma-rer Su�xlink �!bu b����������� �!u . 2BeweisSei actS = (�!bu ; cv) das kanonische Referenzpaar des (evtl. schon verk�urzten)aktiven Su�xes von t = � .bucvbucv. �. Es ist zu zeigen, da��!bu einen atomarenSu�xlink hat, d. h. �!bu b����������� �!u 2 p-edges(cat(t))3. Nach Bemerkung 33Obwohl der Baum zu diesem Zeitpunkt schon ver�andert wurde, ist die hier betrachteteStelle noch unver�andert wie in cat(t). 61



zu De�nition 3.1 ist dies sicher der Fall, wenn �!bu im Su�xbaum in cat(t)verzweigt.Angenommen, �!bu verzweigte nicht im Su�xbaum in cat(t), bu w�are alsolinks- aber nicht rechtsverzweigendes t-Wort. Dann sind zwei F�alle denkbar:1. t = � xbucvybuc � ; x 6= y, buc ist also ebenfalls linksverzweigendes t-Wort, was im Widerspruch zu der Voraussetzung steht, da� (�!bu ; cv)kanonisches Referenzpaar ist.2. t = 8<: xbucvxbucv.ybu 9=; ; x 6= y ) bucv = ybu) t = 8<: xbucvx ybu.ybu 9=; ) . = c, da bu n. Ann. nicht rechtsver-zweigt) t = 8<: xbucvx ybucybu 9=; ; x 6= y,d. h. buc ist linksverzweigendes t-Wort, was wie im ersten Fall einenWiderspruch zur Voraussetzung darstellt. 2Find aLink ben�otigt also nur in denjenigen F�allen mehrere Schritte, in denenactS expliziter, nur im Pr�a�xbaum verzweigender Knoten ist.Zu dieser Klasse von Knoten, die nur linksverzweigende t-Worte repr�asentie-ren, sollen nun einige Bemerkungen gemacht werden:1. Solche Knoten werden in cat ausschlie�lich durch die Funktion in-sert asl erzeugt. Es kann davon also w�ahrend der Konstruktion voncat(t) insgesamt h�ochstens n St�uck geben.2. Falls in mehreren Schritten hintereinander die Menge der relevantenSu�xe leer ist (sich das aktive Su�x also mehrmals direkt verl�angert,ohne zwischendurch verk�urzt zu werden), entsteht eine "Kette\ solchernur im Pr�a�xbaum verzweigender Knoten.Eine solche "Kette\ ist Ursache f�ur die quadratische Komplexit�at derFunktion �nd aLink , wenn stets der Weg "oben herum\ gew�ahlt wird(Abb. 5.1). 62



3. Mit jedem �nd aLink wird ein solcher Knoten zu einem in beidenB�aumen verzweigenden Knoten "entsch�arft\, da er damit einen atoma-ren Su�xlink zu dem im darauffolgenden Schritt eingef�ugten Knotenerh�alt.Aufgrund der Aussage von Punkt 3 kann �nd aLink , wenn stets der k�urzereder beiden m�oglichenWege gew�ahlt wird, h�ochstens vom AufwandO(n logn)sein: Die maximale Gesamtl�ange aller "Ketten\ ist n. Mit jedem �nd aLinkwird eine Kette in zwei Teilketten zerteilt, die in sp�ateren Schritten wiederumin je zwei Teile aufgespalten werden k�onnen usw. Im schlimmsten Fall ergibtsich jedesmal der maximale Weg, indem die Ketten von Mal zu Mal halbiertwerden, was gerade logarithmischem Verhalten entspricht.In diesem Ergebnis sind aber noch l�angst nicht alle Nebenbedingungen ber�uck-sichtigt, die die Anzahl Schritte von �nd aLink einschr�anken. Beispielweisesind nicht beliebige Abfolgen von aktiven Su�xen m�oglich. Damit das aktiveSu�x zwei oder mehr Male in dieselbe "Kette\ von nur im Pr�a�xbaum ver-zweigenden Knoten "geraten\ kann, m�ussen zwischendurch weitere Schrittestatt�nden, die den erh�ohten Aufwand f�ur das mehrmalige "Entlanglaufen\derselben "Kette\ evtl. kompensieren.Die Existenz dieser weiteren Einschr�ankungen und die in Abschnitt 5.3 darge-stellten empirischen Ergebnisse sind starke Indizien f�ur ein lineares Verhaltenvon �nd aLink .5.2.2 canonize downF�ur das "Abw�arts-Kanonisieren\ l�a�t sich der entsprechende Beweis aus[Ukk93] �ubernehmen:Das zweite Element des Referenzpaares des aktiven Su�xes wird f�ur dengesamten Text maximal n-Mal um je ein Zeichen verl�angert. Da es mit je-dem canonize down um mindestens ein Zeichen verk�urzt wird, sind insgesamtmaximal n Schritte von canonize down m�oglich.5.2.3 canonize upDas hier vorliegende Problem l�a�t sich folgenderma�en beschreiben (s. Abb. 5.2):Sei actS = (�!bu ; ") das zu verk�urzende aktive Su�x, ���!buvw der erste Knoten"unterhalb\ von �!bu mit atomarem Su�xlink. Wie viele Knoten �!uv auf demR�uckweg "nach oben\ kann es maximal geben?F�ur den Knoten �!uv gilt: 63
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Abbildung 5.2: Erl�auterung zur Diskussion von canonize up.1. ��!buv ist kein Knoten, da �nd aLink sonst schon dort dem atomarenSu�xlink ��!buv b����������� �!uv gefolgt w�are.2. �!uv verzweigt nicht im Pr�a�xbaum, da nicht einmal �!u im Pr�a�xbaumverzweigt, �!uv ist also nur im Su�xbaum verzweigender Knoten.Leider ist dadurch noch kein Kriterium gegeben, das eine Absch�atzung derMaximalzahl solcher Knoten auf dem Weg von canonize up erlaubt. Dieempirischen Ergebnisse hierzu in Abschnitt 5.3 deuten aber auf ein besondersharmloses lineares Verhalten mit konstantem Faktor 12 f�ur den worst case hin.5.2.4 �nd pLocBei �nd pLoc handelt es sich wohl um die am schwierigsten zu durchschauen-de Unterfunktion von cat . Dennoch konnten zwei interessante Feststellungengemacht werden:Zun�achst kann gezeigt werden, da� ein "Kanonisieren\ nicht n�otig ist, wennzum Finden der korrespondierenden P -Lokation der Weg "unten herum\gew�ahlt wird.Das vorliegende Szenario wurde bereits in Abschnitt 4.2.3 beschrieben (s. auchAbb. 5.3): Ein "Aufw�arts-Kanonisieren\ w�are nur n�otig, wenn es (innere)Knoten von der Art �������!vi : : : v1ua g�abe. Ein solcher Knoten kann aber nichtexistieren, da vi : : : v1ua weder linksverzweigend sein kann (weil dann auch64
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Abbildung 5.3: Ein Knoten �������!vi : : : v1ua kann in T nicht existieren.vi : : : v1u linksverzweigend und damit expliziter Knoten w�are) noch rechts-verzweigend (mit derselben Begr�undung f�ur ua).Zus�atzlich hat sich gezeigt, da� bei der Wahl stets des k�urzeren Weges auchf�ur die F�alle, wo der Weg "oben herum\ gew�ahlt wird, kein Kanonisierenn�otig ist, was Anla� gab, folgende Behauptung zu formulieren, die im Rah-men dieser Arbeit allerdings nicht formal gezeigt, wohl aber empirisch anallen Sequenzen �uber fa; bg bis zur Textl�ange n = 20 best�atigt werden konn-te:Behauptung 5.2 (Abw�arts-kanonisieren ist nicht n�otig)Jedesmal, wenn bei �nd pLoc der Umweg "oben herum\ auf dem R�uckweg�uber Knoten l�auft, ist der Weg "unten herum\ nur einen Schritt lang, undzwar existiert eine Pr�a�xblatt-Kante �!u ����������� ���!:::v1u . 2Selbst damit bleibt aber die entscheidende Frage o�en, wie weit die jeweilsn�achste atomare a-Kante vom Knoten �!u entfernt ist.Solange dies nicht gekl�art ist, mu� von der Komplexit�at O(n2) der "nai-ven\ L�osung ausgegangen werden, auch wenn die im folgenden Abschnittdargestellten empirischen Ergebnisse lineares Verhalten zumindest nicht aus-schlie�en.
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5.3 Empirische UntersuchungenDa bei den analytischen Untersuchungen die Komplexit�at von �nd aLink ,canonize up und �nd pLoc nicht befriedigend gekl�art werden konnte, wurdenempirische Untersuchungen angefertigt, in denen abstrakt die Anzahl Schritteder betre�enden Funktionen gez�ahlt wurden. Auf diese Weise sollten� entweder Beispieltexte gefunden werden, f�ur die sich das Verfahrenschlechter als linear verh�alt4,� oder Hinweise f�ur weitere analytische Untersuchungen aus�ndig ge-macht werden, etwa durch Ermittlung des konstanten Faktors, der denschlechtesten linearen Fall nach oben beschr�ankt.In den Tabellen 5.1, 5.2 und 5.3 sind die Ergebnisse zusammengefa�t. Eswurden f�ur zunehmende Textl�angen n jeweils alle Texte t 2 fa; bgn unter-sucht, wobei Vertauschungen der Zeichen a und b unber�ucksichtigt blieben.In der linken Spalte ist jeweils die Textl�ange n angegeben, in der mittlerenSpalte die maximale Anzahl Schritte der entsprechenden Funktion und in derrechten Spalte in Klammern die H�au�gkeit, wie oft dieser worst case einge-treten ist (wiederum ohne Ber�ucksichtigung der Vertauschungen), sowie dieTexte, die diese Anzahl Schritte erzeugten.W�ahrend �nd aLink und canonize up ein recht eindeutiges lineares Verhaltenzeigen (und es deshalb verwundert, warum der analytische Beweis sich als soschwierig erweist), sind die Ergebnisse von �nd pLoc schwieriger zu deuten:Zun�achst scheint mit dem Muster t = abi der worst case (mit linearemVerhalten, Faktor 1) beschrieben zu sein. Ab der Textl�ange n = 13 schleichtsich jedoch noch ein zweites Muster t = aab2iabia ein, das das erste Muster abn = 16 sogar �uberholt. Dieses Muster beschreibt (verallgemeinert f�ur l�angereSequenzen) ebenfalls lineares Verhalten mit dem konstanten Faktor 1:33. Abder Textl�ange n = 26 �ndet sich wiederum ein Muster mit schlechteremVerhalten (t = aab4iab2iabia, konstanter Faktor 1:43) usw.Es stellt sich nun die Frage, ob gegen eine, und wenn ja, gegen welche, Se-quenz diese Folge schlechtester Muster konvergiert. Wird die Konvergenz-folge ebenfalls noch lineares Verhalten beschreiben, oder steigt der Faktorbeliebig weit an, so da� sich ein schlechteres als lineares Verhalten ergibt?Eine m�ogliche Verallgemeinerung obiger worst cases w�are die Sequenzt = aab2kiab2k�1i : : : ab2iabia; n = (2k+1 � 1)i+ (k + 3):4Tats�achlich wurde auf diese Weise der Text ta = aa(ba)ia als Beispiel f�ur die quadra-tische Komplexit�at von �nd aLink "oben herum\ gefunden.66



Textl�ange n # Schritteim worst case (#) Texte0 0 |1 0 |2 0 |3 0 |4 0 |5 0 |6 1 (1) a(ab)2b7 1 (4) a(ab)2aa; a(ab)2bb; aa(ab)2b; ba(ab)2b8 2 (1) a(ab)3b9 3 (1) a(ab)3aa10 4 (1) a(ab)4b11 5 (1) a(ab)4aa12 6 (1) a(ab)5b13 7 (1) a(ab)5aa14 8 (1) a(ab)6b15 9 (1) a(ab)6aa16 10 (1) a(ab)7b17 11 (1) a(ab)7aa18 12 (1) a(ab)8b19 13 (1) a(ab)8aa20 14 (1) a(ab)9b21 15 (1) a(ab)9aa22 16 (1) a(ab)10b23 17 (1) a(ab)10aa24 18 (1) a(ab)11b25 19 (1) a(ab)11aa26 20 (1) a(ab)12b27 21 (1) a(ab)12aa28 22 (1) a(ab)13b29 23 (1) a(ab)13aa30 24 (1) a(ab)14b31 25 (1) a(ab)14aa32 26 (1) a(ab)15b33 27 (1) a(ab)15aa34 28 (1) a(ab)16bTabelle 5.1: Worst cases von �nd aLink f�ur Texte bis zur L�ange 34 �uber demAlphabet fa; bg. 67



Textl�ange n # Schritteim worst case (#) Texte0 0 |1 0 |2 0 |3 0 |4 0 |5 0 |6 0 |7 1 (1) a(ab)2aa8 1 (4) a(ab)3b; : : :9 1 (13) : : :10 2 (1) a(ab)4b11 2 (6) : : :12 3 (1) a(ab)5b13 3 (4) a(ab)5bb; a(ab)5aa; aa(ab)5b; ba(ab)5b14 4 (1) a(ab)6b15 4 (4) : : :16 5 (1) a(ab)7b17 5 (4) : : :18 6 (1) a(ab)8b19 6 (4) : : :20 7 (1) a(ab)9b21 7 (4) : : :22 8 (1) a(ab)10b23 8 (4) : : :24 9 (1) a(ab)11b25 9 (4) : : :26 10 (1) a(ab)12b27 10 (4) : : :28 11 (1) a(ab)13b29 11 (4) : : :30 12 (1) a(ab)14b31 12 (4) : : :32 13 (1) a(ab)15b33 13 (4) : : :34 14 (1) a(ab)16bTabelle 5.2: Worst cases von canonize up f�ur Texte bis zur L�ange 34 �uberdem Alphabet fa; bg. 68



Textl�ange n # Schritteim worst case (#) Texte0 0 |1 0 |2 0 |3 0 |4 1 (+1) (1) ab35 2 (+1) (1) ab46 3 (+1) (1) ab57 4 (+1) (1) ab68 5 (+1) (1) ab79 6 (+1) (1) ab810 7 (+1) (1) ab911 8 (+1) (1) ab1012 9 (+1) (1) ab1113 10 (+1) (2) ab12; aab6ab3a14 11 (+1) (3) ab13; aab7ab3a; aab6ab3ab15 12 (+1) (6) ab14; aab8ab3a; aab7ab4a; : : :16 14 (+2) (1) aab8ab4a17 15 (+1) (2) aab9ab4a; aab8ab4ab18 16 (+1) (6) : : :19 18 (+2) (2) aab10ab5a; aab8ab4ab2a20 19 (+1) (4) : : :21 20 (+1) (10) : : :22 22 (+2) (3) ab12ab6a; aab10ab5ab2a; aab8ab4ab2ab2a23 23 (+1) (7) : : :24 24 (+1) (18) : : :25 26 (+2) (5) aab14ab7a; aab11ab6ab3a; : : :26 28 (+2) (1) aab12ab6ab3a27 29 (+1) (2) aab13ab6ab3a; aab12ab6ab3ab28 30 (+1) (10) : : :29 32 (+2) (2) aab14ab7ab3a; aab11ab6ab3ab3a30 34 (+2) (1) aab12ab6ab3ab3a31 35 (+1) (2) aab13ab6ab3ab3a; aab12ab6ab3ab3ab32 36 (+1) (8) : : :33 38 (+2) (3) aab16ab8ab4; aab14ab7ab3ab3;aab11ab6ab3ab3ab434 40 (+2) (1) aab12ab6ab3ab3ab4Tabelle 5.3: Worst cases von �nd pLoc f�ur Texte bis zur L�ange 34 �uber demAlphabet fa; bg. 69



In der folgenden Tabelle ist f�ur einige Werte von k und i die Anzahl Schrittevon �nd pLoc zusammengestellt:
i k 1 2 3 5 10 152 6 18 42 186 6138 1966023 10 28 64 280 9208 2949045 18 48 108 468 15348 49150810 38 98 218 938 30698 98301820 78 198 438 1878 61398 ?100 398 998 2198 9398 306998 ?allgemein 4i� 2 10i� 2 22i� 2 94i� 2 3070i� 2 98302i� 2n 3i + 4 7i+ 5 15i+ 6 63i+ 8 2047i+ 13 65535i+ 18# Schritten � 43 � 107 � 2215 � 9463 � 30702047 � 9830265535� 1:33 � 1:43 � 1:467 � 1:492 � 1:4998 � 1:499992F�ur Sequenzen dieser Art scheint das Verh�altnis der Anzahl Schritte von�nd pLoc zur Textl�ange n also stets unterhalb von 1:5 zu bleiben. Auchdie erste Ableitung der Anzahl Schritte im worst case (Zahlen in Klammernin der mittleren Spalte von Tabelle 5.3) deutet auf diesen konstanten Faktorhin: F�ur gr�o�ere n wechseln sich jeweils zwei Schritte (+1) mit zwei Schritten(+2) ab.Leider lie�en sich die empirischen Untersuchungen in dieser Form nicht wei-ter f�uhren, da die exponentiell ansteigende Zahl zu untersuchender Sequenzenschnell an ihre nat�urlichen Grenzen stie�. Insbesondere f�ur gr�o�ere Alphabe-te waren kaum Messungen m�oglich. Da die hierzu durchgef�uhrten Messungen(jAj = 3 bis n = 20, jAj = 4 bis n = 15) im worst case aber immer exakt die-selben Ergebnisse wie f�ur jAj = 2 ergaben, kann davon ausgegangen werden,da� mit dem Alphabet fa; bg bereits alle "schlechten\ Sequenzen erzeugtwerden k�onnen.5.4 LaufzeitmessungenSchlie�lich sollten die so ermittelten Ergebnisse auch an f�ur praktische Eins�atzerelevanten, l�angeren Texten validiert werden. Dazu wurden Laufzeitmes-sungen f�ur zuf�allige Texte �uber verschieden gro�en Alphabeten (wiederum70
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Abbildung 5.4: Laufzeiten von bigrep f�ur zuf�allige Texte, abh�angig von derTextl�ange n und der Alphabetgr�o�e jAj.Bernoulli-Verteilung) durchgef�uhrt, die in Abb. 5.4 dargestellt sind5.Man erkennt deutlich die auch bei ukk vorhandene Alphabetgr�o�enabh�angig-keit aufgrund des h�oheren Verzweigungsgrades bei B�aumen von Texten �ubereinem gro�en Alphabet. Ebenfalls geben diese Kurven einen weiteren Hinweisauf die erho�te Linearit�at des Verfahrens, wenn auch ein leichtes "Durchh�angen\zu beobachten ist. Da solche E�ekte aber von der Speicherverwaltung desRechners herr�uhren k�onnen, mu� dies nicht ein schlechteres als lineares Ver-halten des Algorithmus bedeuten. Zumindest im average case scheint sichalso die Vermutung der Zeitkomplexit�at O(jAjn) zu best�atigen.Bei einem quantitativen Vergleich der Laufzeiten mit denen von ukk 6, diein der folgenden Tabelle zusammengestellt sind, ist zu beobachten, da� zurKonstruktion von cat generell etwa die dreifache Zeit ben�otigt wird7:5Die Messungen wurden auf einer SPARCstation 20 durchgef�uhrt, die �uber einenHauptspeicher von 32 MB verf�ugt, der aber an keiner Stelle voll ausgesch�opft wurde (max.Proze�gr�o�e: 13 MB). Das Betriebssystem war Solaris v2.4, gemessen wurde mit demUnix-Tool rusage. Es wurde jeweils �uber zehn Messungen gemittelt.6Verwendet wurde die in [GK95] beschriebene C-Implementierung.7Die Zeitangaben sind in Sekunden, jeweils �uber zehn Messungen gemittelt.
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Art des Textes (n = 100000) ukk catRandom-Sequenz, jAj = 4 0.7 2.2Random-Sequenz, jAj = 20 1.6 4.3Random-Sequenz, jAj = 50 2.8 7.9Random-Sequenz, jAj = 90 4.8 14.6Genetische Daten8 0.8 2.3Manual-Page 1.2 2.9Fibonacci-String 0.2 1.3Au�erdem wird die vierfache Menge an Speicher ben�otigt, was auf die we-sentlich gr�o�ere zu erzeugende Datenstruktur zur�uckgef�uhrt werden kann, damit dem A�xbaum nicht nur zwei Su�xb�aume erzeugt werden m�ussen; es istauch notwendig, alle Kanten bidirektional einzutragen und Bl�atter ebenfallsals vollst�andige Knoten zu repr�asentieren, da sie gleichzeitig innere Knotendes jeweils anderen Baumes sind.Dennoch reichten die Ressourcen des oben beschriebenen Rechners aus, dieA�xb�aume von Sequenzen bis zu einer L�ange von 250000 Zeichen problemlosinnerhalb des zur Verf�ugung stehenden Hauptspeichers zu konstruieren.

8Ausschnitt aus der Nucleotidsequenz des Chromosoms XI von Saccharomyces cerevi-siae �uber dem Alphabet A = fC;G; T;Ag 72



Kapitel 6Das Programm bigrepIn diesem Kapitel wird kurz eine einfache Anwendung f�ur A�xb�aume be-schrieben, die im Rahmen dieser Arbeit erstellt wurde. Es handelt sich hier-bei um das Programm bigrep, das �ahnlich wie das bekannte Unix-Tool grepzur Suche von (kurzen) Mustern in (langen) Texten verwendet werden kann.Das Spezielle an bigrep ist, da� im Gegensatz zu grep und allen bekanntenVarianten davon Text und Muster bidirektional verwaltet werden. Au�erdemk�onnen in ein- und demselben Text nacheinander mehrere Muster gesuchtund der Text interaktiv erweitert werden.In bigrep stehen die folgenden Kommandos zur Verf�ugung:r <text> f�ugt <text> rechts hinter den bisher eingegebenen Text,l <text> f�ugt <text>�1 links vor den bisher eingegebenen Text,f <pattern> sucht nach <pattern> im bisher eingegebenen Text,b <pattern> sucht nach <pattern>�1 im bisher eingegebenen Text,t zeigt den bisher eingegebenen Text an,a zeigt den kompakten A�xbaum des eingegebenen Textes an,c l�oscht den bisherigen Text,q beendet bigrep,? gibt eine kurze Hilfemeldung aus.Intern wird online bei Eingabe von r und l der kompakte A�xbaum deseingegebenen Textes erzeugt. Das Kommando f bzw. b bewirkt, da� derso erzeugte Baum gem�a� <pattern> entlang den Su�x- bzw. Pr�a�xkanten"abgewandert\ wird. Falls auf diese Weise ein Auftreten von <pattern> bzw.<pattern>�1 im Text ermittelt wird, wird SUCCESS ausgegeben, falls an ir-gendeiner Stelle keine Fortsetzung im Baum existiert, FAIL.Da es sich bei der Implementierung von bigrep um eine direkte �Ubertra-gung des in Kapitel 4 dieser Arbeit beschriebenen Verfahrens zur online-73



Konstruktion von kompakten A�xb�aumen handelt, sind hier weitere Erl�aute-rungen nicht notwendig.
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Kapitel 7ZusammenfassungDie vorliegende Arbeit besch�aftigt sich mit A�xb�aumen. Hierbei handeltes sich um eine Weiterentwicklung von Su�xb�aumen f�ur bidirektionale An-wendungen, mit Hilfe derer exakte Suche auf 
exible Art und Weise m�oglichist.Zun�achst wurden grundlegende Datenstrukturen eingef�uhrt. Es wurde einallgemeiner Dualit�atsbegri� f�ur A+-B�aume de�niert und die Datenstruk-tur des Bi-Baumes entwickelt, auf Basis dessen dann A�xb�aume eingef�uhrtwurden. Deren Dualit�at und der lineare Platzbedarf der kompakten Va-riante wurden nachgewiesen, ihre maximale Gr�o�e bestimmt, verschiedeneRepr�asentationsformen diskutiert und die f�ur A�xb�aume g�unstigste aus-gew�ahlt. Da A�xb�aume die Struktur der Su�xb�aume vollst�andig enthal-ten, konnte festgestellt werden, da� sich s�amtliche Anwendungen von Su�x-b�aumen auf A�xb�aume �ubertragen lassen. Es wurden drei Konstruktions-m�oglichkeiten f�ur A�xb�aume vorgeschlagen, von denen die bidirektionaleonline-Konstruktion im vierten Kapitel ausf�uhrlich besprochen wurde. Da-bei stellte sich heraus, da� es sich nicht um eine einfache Verallgemeine-rung des entsprechenden Verfahrens von Ukkonen f�ur kompakte Su�xb�aumehandelt, sondern umfangreiche Erweiterungen notwendig wurden. Bei deranschlie�enden Komplexit�atsanalyse konnte nicht, wie erho�t, die Linearit�atdes Verfahrens nachgewiesen werden, obwohl dies f�ur die Mehrzahl der Schrit-te m�oglich war. An drei Stellen traten aber nicht zu l�osende Probleme auf.Aus diesem Grunde wurden empirische Untersuchungen angefertigt, die zu-mindest bei zweien dieser kritischen Punkte ebenfalls auf lineares Verhaltenhinwiesen. Der dritte Problemfall konnte auch empirisch nicht eindeutig ein-geordnet werden. Eine Verallgemeinerung der ermittelten worst cases sowieLaufzeitmessungen an Random-Sequenzen gaben aber Hinweise auf ebenfallslineares Verhalten. 75



Es wurden zwei Verfahren zur Konstruktion von kompakten A�xb�aumenimplementiert, zur fr�uhzeitigen Kontrolle ein ine�zientes Programm in derlazy-funktionalen Programmiersprache Haskell und unter E�zienzgesichts-punkten das ausf�uhrlich beschriebene online-Verfahren in C. Letzteres war,verglichen mit einer entsprechenden Implementierung des Verfahrens f�ur Suf-�xb�aume, in seinem Laufzeitverhalten etwa um den Faktor drei langsamer.Demgegen�uber hat die aufwendigere Datenstruktur aber auch Vorteile: Textund Muster werden bidirektional verwaltet, was neue Verfahren zum 
e-xiblen pattern matching erm�oglicht, wie sie in der Bioinformatik oder in Be-reichen mit �ahnlichen Suchproblemen Verwendung �nden k�onnen. Dar�uberhinaus k�onnte man untersuchen, ob es sinnvoll ist, f�ur genetische Anwendun-gen statt der reversen Vereinigung eine "revers-komplement�are Vereinigung\zu de�nieren, so da� sich die beiden komplement�aren Str�ange einer DNA-Doppelhelix in einem Baum repr�asentieren und untersuchen lassen. Aucheine Erweiterung des Suchverfahrens f�ur approximatives Matching oder einEinsatz zur Datenkompression ist denkbar.Es hat sich gezeigt: A�xb�aume leisten alles, was Su�xb�aume leisten, undnoch viel mehr; oder mit Apostolicos Worten:A�x trees seem to outperform subword trees in versatility andelegance.
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